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33. Hermitesche Matrizen. Sei H = Cn endlich-dimensional mit dem kanonischen Skalarprodukt
und (Tij)1≤i,j≤n die Abbildungsmatrix eines Operators T ∈ L(H) bezüglich der kanonischen
Basis von Cn. Zeige: T ist genau dann selbstadjungiert, wenn Tij = Tji gilt. (2)

Lösung: Wegen der Bilinearität des Skalarprodukts gilt

(Tx|y) = (x|Ty) ∀x, y ∈ H ⇐⇒ (Tei|ej) = (ei|Tej) = (Tej |ei) ∀ 1 ≤ i, j ≤ n.

Die letzte Gleichung ist aber gerade Tji = Tij .

34. Multiplikationsoperatoren. Sei H ein komplexer separabler Hilbertraum mit einer Orthonor-
malbasis (en)n∈N. Wie in Aufgabe 14 definieren wir für eine beschränkte Folgem = (mn)n∈N
den Multiplikationsoperator

Tm : x =
∞∑
n=1

(x|en)en 7→
∞∑
n=1

mn(x|en)en.

Wir haben bereits gesehen, dass Tm ∈ L(H) mit ‖Tm‖ = supn∈N |mn| gilt. Wir werden im
folgenden auch T anstatt Tm schreiben, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.

(a) Bestimme die Adjungierte T ∗m. Für welche Folgen m = (mn)n∈N ist der Multiplikati-
onsoperator Tm selbstadjungiert? (2)

Lösung: Sei T ∗m oder T ∗ der zu Tm adjungierte Operator, der nach dem letzten
Übungsblatt existiert. Dann ist

(T ∗en|em) = (em|T ∗en) = (Tem|en) = mm(en|em) = mmδnm = mnδnm = mn(en|em)

für alle n,m ∈ N. Für festes n ∈ N gilt also (T ∗en −mnen|em) = 0 für alle m ∈ N.
Da die Orthonormalbasis (en)n∈N total ist, folgt (T ∗en−mnen|x) = 0 für alle x ∈ H.
Hieraus folgt T ∗en = mnen für alle n ∈ N. Aus der Stetigkeit von T ∗ (siehe wieder
letztes Übungsblatt) folgt nun

T ∗x = T ∗

( ∞∑
n=1

(x|en)en

)
=
∞∑
n=1

(x|en)T ∗en =
∞∑
n=1

mn(x|en)en =Mmx

für alle x ∈ H. Wir haben gezeigt, dass T ∗m = Tm gilt. Also ist Tm genau dann
selbstadjungiert, wenn alle Folgenglieder von m reell sind.

(b) Bestimme das Punktspektrum σp(Tm) von Tm. (2)

Lösung: Wegen Ten = mnen ist {mn : n ∈ N} ⊂ σp(Tm). Ist λ 6= mn für alle n ∈ N,
so folgt aus (λ−T )(x) =

∑∞
n=1(λ−mn)(x|en)en = 0 mit der Parsevalschen Gleichung∑∞

n=1 |λ−mn|2 |(x|en)|2 = 0 und damit (x|en) = 0 für alle n ∈ N. Damit ist aber
x = 0 und λ− T injektiv. Das zeigt, dass wir bereits das gesamte Punktspektrum
gefunden haben, es gilt also σp(Tm) = {mn : n ∈ N}.
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(c) Bestimme das Spektrum σ(Tm) von Tm. (2)
Lösung: Wegen der Abgeschlossenheit des Spektrums und σp(Tm) ⊂ σ(Tm) gilt
{mn : n ∈ N} ⊂ σ(Tm). Ist λ 6∈ {mn : n ∈ N}, so gibt es ein δ > 0 mit |mn − λ| ≥ δ
für alle n ∈ N. Hieraus folgt, dass ((λ−mn)

−1) beschränkt ist. Somit definiert

R : x =
∞∑
n=1

(x|en)en 7→
∞∑
n=1

(λ−mn)
−1(x|en)en

einen beschränkten linearen Operator aufH. Man sieht, dass R(λ−T ) = (λ−T )R = I
gilt und somit λ− T invertierbar ist. Also ist λ ∈ %(Tm) und σ(Tm) = {mn : n ∈ N}.
Hinweis: Es darf benutzt werden, dass σ(Tm) ⊂ C kompakt ist.

(d) Für welche Folgen m = (mn)n∈N ist Tm ein kompakter Operator? (3)
Lösung: Ist Tm kompakt, so folgt aus en ⇀ 0, dass mnen = Ten → 0. Somit ist also
(mn) eine Nullfolge. Sei nun umgekehrt m = (mn) eine Nullfolge, so betrachten wir
für N ∈ N die Operatoren

TN : x =
∞∑
n=1

(x|en)en 7→
N∑

n=1

mn(x|en)en.

Diese haben endlich-dimensionales Bild und sind somit kompakt. Nun gilt

‖T − TN‖ = sup
k≥N
|mk| ,

da T − TN gerade durch den Multiplikationsoperator Tp mit pn = 0 für n ≤ N
und pn = mn sonst gegeben ist. Da m eine Nullfolge ist, gilt supk≥N |mk| → 0
für N → ∞. Also gilt TN → Tm in L(H). Da die kompakten Operatoren in L(H)
abgeschlossen sind, folgt, dass Tm kompakt ist.

35. Wir betrachten auf dem Hilbertraum L2(0, 1) den Operator

T : L2(0, 1)→ L2(0, 1)

f 7→
[
t 7→

∫ t

0
f(x) dx

]
.

(a) Zeige: T ∈ L(L2(0, 1)). (1)
Lösung: Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt |(Tf)(t)| ≤

√
t ‖f‖2. Also gilt

‖Tf‖2 ≤
√
2
−1 ‖f‖2. Somit ist T ∈ L(L2(0, 1)) mit ‖T‖ ≤

√
2
−1.

(b) Zeige: σ(T ) 6= ∅. (1)
Lösung: Es ist TL2(0, 1) ⊂ C[0, 1] (genauer gesagt besitzt Tf für alle f ∈ L2(0, 1)
einen stetigen Vertreter) nach dem Satz von Lebesgue. Somit ist T nicht surjektiv
und damit 0 ∈ σ(T ).

(c) Zeige: σp(T ) = ∅, d.h. T besitzt keine Eigenwerte. (3)
Lösung: Sei λ ∈ C. Angenommen, es gibt ein f 6= 0 mit Tf = λf . Ausgeschrieben
gilt also ∫ t

0
f(x) dx = λf(t) f.ü.

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere, dass f stetig und damit induktiv nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralgleichung beliebig oft differenzierbar
ist. Deshalb können wir beide Seiten der Gleichung differenzieren und erhalten
f(t) = λf ′(t). Ist λ = 0, so folgt f = 0 im Widerspruch zur Annahme. Also gilt
λ 6= 0. Dann erfüllt f das Anfangswertproblem f ′(t) = λ−1f(t) mit f(0) = 0. Die
eindeutige Lösung ist f = 0, wieder im Widerspruch zur Annahme. Also besitzt T
keine Eigenwerte.
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36. Sei H ein separabler Hilbertraum und T ∈ L(H) kompakt. Zeige: Für λ 6= 0 ist (4)

dim(Kern(T − λ)) <∞.

Lösung: Sei λ 6= 0. Angenommen, es gilt dim(Kern(T − λ)) = ∞. Kern(T − λ) ist ein
abgeschlossener Unterraum von H und damit ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.
Wähle ein Orthonormalsystem (en)n∈N in Kern(T − λ). Dann ist en ⇀ 0 und aus der
Kompaktheit von T folgt Ten = λen → 0, ein Widerspruch. Also ist Kern(T − λ) endlich-
dimensional.

Tipp: Nimm an, dass dim(Kern(T − λ)) =∞ gilt und führe dies zum Widerspruch (zur
Kompaktheit von T ).

3


