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33.

34.

Hermitesche Matrizen. Sei H = C™ endlich-dimensional mit dem kanonischen Skalarprodukt
und (7;;)1<i,j<n die Abbildungsmatrix eines Operators T' € L(H ) beziiglich der kanonischen
Basis von C". Zeige: T' ist genau dann selbstadjungiert, wenn T;; = T}; gilt.

Losung: Wegen der Bilinearitat des Skalarprodukts gilt
(Tzly) = (2|Ty) Va,y € H<= (Te;lej) = (e;|Te;) = (Tejle;) V1<i,5<n.
Die letzte Gleichung ist aber gerade Tj; = TJ
Multiplikationsoperatoren. Sei H ein komplexer separabler Hilbertraum mit einer Orthonor-

malbasis (e, )nen. Wie in Aufgabe 14 definieren wir fiir eine beschriankte Folge m = (my,)nen
den Multiplikationsoperator

o oo
T :x = Z(:}:\en)en — Z my (z|en)en.
n=1 n=1

Wir haben bereits gesehen, dass T}, € L(H) mit ||T,|| = sup,en |mn| gilt. Wir werden im
folgenden auch T anstatt T,,, schreiben, wenn keine Verwechslungsgefahr besteht.

(a) Bestimme die Adjungierte T)%. Fiir welche Folgen m = (my,)nen ist der Multiplikati-
onsoperator T}, selbstadjungiert?

Losung: Sei T}, oder T™ der zu T,, adjungierte Operator, der nach dem letzten
Ubungsblatt existiert. Dann ist

(T*enlem) = (em|T*en) = (Temlen) = Mm(enlem) = MmOnm = M Onm = Mp(en|em)

fiir alle n,m € N. Fiir festes n € N gilt also (T™e,, — mpen|en) = 0 fir alle m € N.
Da die Orthonormalbasis (e, )nen total ist, folgt (T*e, —mpe,|z) = 0 fiir alle z € H.
Hieraus folgt T*e,, = mpe, fiir alle n € N. Aus der Stetigkeit von T™ (siehe wieder
letztes Ubungsblatt) folgt nun

T x=T" (Z(m|en)en> = Z($|en)T*en = Zm(x|en)en = Mmx

n=1 n=1 n=1

fiir alle x € H. Wir haben gezeigt, dass T}, = T gilt. Also ist T},, genau dann
selbstadjungiert, wenn alle Folgenglieder von m reell sind.

(b) Bestimme das Punktspektrum o,(75,) von Tp,.
Losung: Wegen Te,, = myey, ist {my, : n € N} C 0,(T3). Ist A # my, fiir alle n € N,
so folgt aus (A=T")(z) = > o7, (A—=my)(z|en)e, = 0 mit der Parsevalschen Gleichung
Yo A= ma)? |(zlen)* = 0 und damit (x|e,) = 0 fiir alle n € N. Damit ist aber
x =0 und XA — T injektiv. Das zeigt, dass wir bereits das gesamte Punktspektrum
gefunden haben, es gilt also 0,,(1},) = {my : n € N}.

(2)



()

Bestimme das Spektrum o (7,,,) von T),.

Losung: Wegen der Abgeschlossenheit des Spektrums und o,(T,) C o(T,) gilt
{mn :n €N} Co(Ty). Ist A & {m, :n € N} so gibt es ein § > 0 mit |m,, — A| >0
fiir alle n € N. Hieraus folgt, dass ((A — m,,)~!) beschrinkt ist. Somit definiert

R:x= Z(x]en)en > Z()\ —my) Hzen)en
n=1 n=1

einen beschrénkten linearen Operator auf H. Man sieht, dass R(A—=T) = (A\-T)R =1

gilt und somit A — 7" invertierbar ist. Also ist A € o(T},,) und o(T},) = {my : n € N}.

Hinweis: Es darf benutzt werden, dass o(7},) C C kompakt ist.

Fiir welche Folgen m = (my,)nen ist T}, ein kompakter Operator?

Losung: Ist T;,, kompakt, so folgt aus e, — 0, dass mpe, = Te,, — 0. Somit ist also
(my,) eine Nullfolge. Sei nun umgekehrt m = (m,,) eine Nullfolge, so betrachten wir
fiir N € N die Operatoren

00 N

Ty :x= Z(w\en)en > Zmn(:den)en.

n=1 n=1

Diese haben endlich-dimensionales Bild und sind somit kompakt. Nun gilt

1T = Tn|| = sup [mgl,
k>N

da T'— Ty gerade durch den Multiplikationsoperator 7, mit p, = 0 fiir n < N
und p, = m, sonst gegeben ist. Da m eine Nullfolge ist, gilt supy~y [mg| — 0
fiir N — oo. Also gilt Ty — T, in £(H). Da die kompakten Operatoren in £(H)
abgeschlossen sind, folgt, dass T, kompakt ist.

35. Wir betrachten auf dem Hilbertraum L?(0,1) den Operator

(a)

(b)

T : L*0,1) — L*(0,1)

f [tH/Otf(x)d:E].

Zeige: T € L(L?(0,1)).

Losung: Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt [(T'f)(t)] < vt | f]l5. Also gilt
ITflly < V27" || £lly- Somit ist T € £(L2(0, 1)) mit T <v2"".

Zeige: o(T) # .

Loésung: Es ist TL%(0,1) C C[0, 1] (genauer gesagt besitzt T'f fiir alle f € L?(0,1)
einen stetigen Vertreter) nach dem Satz von Lebesgue. Somit ist 7" nicht surjektiv
und damit 0 € o(T).

Zeige: 0p(T) =0, d.h. T besitzt keine Eigenwerte.

Losung: Sei A € C. Angenommen, es gibt ein f # 0 mit T f = Af. Ausgeschrieben
gilt also

t
/Of(m)d:v:)\f(t) f.d.

Aus dieser Gleichung folgt insbesondere, dass f stetig und damit induktiv nach
dem Hauptsatz der Differential- und Integralgleichung beliebig oft differenzierbar
ist. Deshalb koénnen wir beide Seiten der Gleichung differenzieren und erhalten
F(&) = Af'(t). Ist A = 0, so folgt f = 0 im Widerspruch zur Annahme. Also gilt
A # 0. Dann erfiillt f das Anfangswertproblem f/(t) = A~!f(¢) mit f(0) = 0. Die
eindeutige Losung ist f = 0, wieder im Widerspruch zur Annahme. Also besitzt T
keine Eigenwerte.



36. Sei H ein separabler Hilbertraum und 7' € L(H) kompakt. Zeige: Fiir A # 0 ist

dim(Kern(7T — X)) < oo.

Losung: Sei A # 0. Angenommen, es gilt dim(Kern(T' — X)) = oco. Kern(7' — \) ist ein
abgeschlossener Unterraum von H und damit ein unendlich-dimensionaler Hilbertraum.
Wihle ein Orthonormalsystem (e,)neny in Kern(T — A). Dann ist e, — 0 und aus der
Kompaktheit von T folgt Te,, = Ae, — 0, ein Widerspruch. Also ist Kern(7' — ) endlich-
dimensional.

Tipp: Nimm an, dass dim(Kern(7' — X)) = oo gilt und fiithre dies zum Widerspruch (zur
Kompaktheit von T).



