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Losungen zur Klausur Elemente der Differenzialgleichungen

Es gibt in der Klausur 30 Bonuspunkte. Schwere Aufgaben sind mit einem Stern (*) hinter der

Punktzahl gekennzeichnet. Bitte beachtet die Riickseite!

1. Bestimme eine Losung der folgenden Anfangswertprobleme und das maximale Existenzinter-
vall dieser Losung (hierfiir muss keine Begriindung gegeben werden). Zeige oder widerlege
jeweils die Eindeutigkeit dieser Losung.

(a)

Y (t) = 2ty=3(t) mit y(5) = —2.
Losung: Sei y eine lokale Losung. Dann gilt nach Trennen der Verdnderlichen
y3(t)y' (t) = 2t. Integrieren der Gleichung ergibt

t d t
yr(t) — vt (5) = yi(t) — 16 = / £y4(s) ds = 8/ sds = 4t — 100
5 5

Also ist y(t) = +(4t> — 84)1/4. Aber offensichtlich hat nur der negative Zweig
den richtigen Anfangswert, woraus y(t) = — (4t — 84)1/4 folgt. Man sicht, dass
f(t,y) = 2ty~3 in einer Umgebung von (¢,y) fiir y # 0, also insbesondere um den
Anfangswert, stetig differenzierbar ist. Somit besitzt die Gleichung nach dem lokalen
EES eine eindeutige lokale Losung. Diese muss dann schon unser bestimmtes y sein.
Aus der Losung kann man nun noch den maximalen Definitionsbereich (1/21, 00)
ablesen.

yz(t)J(rtQJ(rtS;%?(Jt(;)y/(t) + cost = 0 mit y(0) = —1.

Losung: Durch Umschreiben der Gleichung sieht man, dass es reicht die lineare

Gleichung
1 1
/ _ _ -
y(t)—2 < cost t+1)y(t).

zu losen. Alternativ kann auch folgender Ansatz gewahlt werden.

Wir vermuten, dass es sich um eine exakte Differenzialgleichung handelt. Wir suchen
also eine skalarwertige Funktion ¢ mit
2t + 1)y y?
t,y) = ——— und t,y) = ————= + cost.

pr( y) (t—l— 1)y2 (101‘/( y) (t—l— 1)y2
Gibt es eine solche Funktion, so folgt durch Integration der ersten Gleichung ¢(¢,y) =
log((t + 1)y?) + f(¢) fiir eine t-abhiingige Funktion f. Vergleichen mit der zweiten
Gleichung ergibt

2 2

Yy ’ Y
T L) =gt y) = ——
i 0 =l =
Also gilt f/(t) = cost. Fiir f(t) = sint erhalten wir also die Stammfunktion ¢(t,y) =
log((t + 1)y?)) + sint. Also erfiillt y(t) die Differenzialgleichung genau dann, wenn
o(t,y(t)) = c fiir ein ¢ € R gilt. Einsetzen des Anfangswertes zeigt, dass ¢ = 0 gilt.
Fiir eine Losung des AWPs gilt also notwendigerweise

-+ cost.

e—sint
t+1

y(t) =+

(10)



Damit der Anfangswert erfiillt ist, miissen wir den negativen Zweig wihlen. Man sieht,
dass die Gleichung lokal um die Anfangsbedingungen dquivalent zu der Gleichung

—y2(t) — (t+ 1)y?(t) cost
2+ () = f(t,y(1))

y'(t) =

ist. Die Funktion f ist aber lokal um (0, —1) stetig differenzierbar. Nach dem lokalen
EES besitzt die Gleichung also eine eindeutige lokale Losung. Nach dem bisher
gerechneten muss also unser oben bestimmtes y die Losung sein. Der maximale
Definitionsbereich der Losung ist (—1, 00).

y"(t) — 4y'(t) + 5y(t) = 8sint mit y(0) = 2 und y'(0) = 3.

Losung: Bei dieser Gleichung handelt es sich um eine lineare inhomogene Gleichung
zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten. Diese besitzen nach der Vorlesung
(oder nach dem globalen EES nach Umschreiben in ein System erster Ordnung)
eine eindeutige globale Losung. Nach der Vorlesung ist die allgemeine Losung der
obigen Differenzialgleichung die Summe der allgemeinen homogenen Losung mit einer
partikuldren Losung. Ein Fundamentalsystem fiir den homogenen Teil bekommt man
iiber die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A\? —4A+5. Dies sind A2 = 2+4.
Eine partikuldre Losung bestimmen wir iiber den Ansatz y(t) = Asint + B cost.
Einsetzen in die Differenzialgleichung ergibt

y"(t) — 4y (t) + 5y(t) = (4B + 4A)sint + (4B — 4A) cost = 8sint.

Koeffizientenvergleich ergibt B — A = 0 und 4(B + A) = 8. Das Gleichungssystem
wird von A = B =1 gelost. Also ist die allgemeine Losung der Differenzialgleichung

y(t) = ae®* sint + be* cost + sint + cost.

Einsetzen der Anfangsbedingungen ergibt y(0) = b+1 =2 und 4/(0) = a+2b+1 = 3,
woraus man b = 1 und a = 0 erhélt. Also ist

y(t) = e* cost + sint 4 cost

die globale eindeutige Losung des Problems.

2. Bestimme eine reelle Losung der folgenden Anfangswertprobleme und das maximale Exis-
tenzintervall dieser Losung (hierfiir muss keine Begriindung gegeben werden). Zeige oder
widerlege jeweils die Eindeutigkeit dieser reellen Losung.

Hinweis: Eventuell ist eine Fallunterscheidung nach den Anfangswerten nétig!

(a)

y'(t) = ly(t)| mit y(0) = yo fiir yo € R.

Losung: Die Gleichung ist von der Form y/(¢t) = f(¢,y(t)) mit f(y) = |y|. Die
Funktion f erfiillt offensichtlich eine globale Lipschitz-Bedingung. Nach dem globalen
EES existiert somit eine globale eindeutige Losung y der Gleichung. Die Losung der
Gleichung kann durch eine Fallunterscheidung bestimmt werden. Ist yg = 0, so ist
y(t) = 0 die eindeutige Losung ist yo > 0, so ist y(t) = yoe! die eindeutige Losung
und ist yo < 0, so ist y(t) = yoe~* die eindeutige Losung.

y'(t) = 2¢/—y(t) mit y(0) = yo fiir yo < 0.
Losung: Wir stellen zuerst fest, dass f(¢,y) = 24/—y nur fiir nicht-positive Werte

von y definiert ist. Deshalb haben wir auch eine Einschrdnkung an die Anfangswerte.
Die Funktion f ist stetig differenzierbar fiir y < 0 und fir y € (—oo, —4] (fiir ein

d > 0) gilt
of o
ay“’y)“‘wfy‘gﬁ

2

(15)

(15)



Nach dem EES besitzt die Gleichung also eine eindeutige Losung y(t), solange
y(t) < 0 gilt. Da jede Losung monoton steigend ist, bedeutet das insbesondere nach
dem globalen EES (man kann die Einschriankung von f auf Intervalle der Form
[-M,—¢] fiir M > § > 0 den Voraussetzungen des globalen EES geniigend auf ganz
R nach der Vorlesung fortsetzen und dann den Satz anwenden), dass fiir yo < 0 eine
eindeutige Losung y : (—00,€) — R<q fiir ein € > 0 existiert. Berechnen wir diese
Losung: Ist y die Losung, so gilt nach Trennen der Veranderlichen

2/ =10 — 24/ —y(t) = / 2\/7ds_/\/Tds—/2ds:2t.

Auflésen nach y(t) ergibt y(t) = —(y/—yo — t)?. Nach der oberen Diskussion muss
das dann auch schon die Losung sein, solange y(t) < 0 gilt, also fiir t < y/—yo. Wir
koénnen die Losung jedoch fiir grofere ¢ fortsetzen. Man hat

() = —(v=w0 —1)? t<+v=w
U=, t> V=0

Man sieht, dass y stetig differenzierbar ist und die Differenzialgleichung 16st. Fiir
Yo < 0 besitzt die Gleichung also eine globale Losung. Es fehlt jedoch noch die
Eindeutigkeit fiir yo > /—yo. Man sieht aus der Differenzialgleichung, dass jede
Lésung monoton steigend ist. Andererseits kann eine Losung keine positiven Werte
annehmen. Daraus folgt, dass eine Losung y, die y(t9) = 0 fiir ein ¢y € R erfiillt,
auch y(t) = 0 fir ¢t > tg erfiillt. Hieraus folgt die Eindeutigkeit der oberen Losung

auch fir t > /—yo.
Fiir yo = 0 liegt dagegen eine andere Situtation vor. Hier sind sowohl y;(¢) = 0 als

auch
(1) = —t2, t<0
W =%0, >0

globale Losungen des Problems.

3. Bestimme ein reelles Fundamentalsystem der folgenden Differenzialgleichungssysteme.
(a)
Y1 =y
Yo = Ty2 — 3ys
y3 = 10y2 — dys.

1 0 0
Losung: Die Gleichung ist von der Form ¢y = Ay mit A= |0 7 —3]. Durch
0 10 —4
scharfes Hinsehen sieht man sofort, dass A; = 1 ein Eigenwert zum Eigenvektor
1
v1 = | 0] ist. Fiir die beiden anderen Eigenwerte bestimmen wir die Nullstellen von
0

det (71_0A 4_3A) = A=) A+4)+30=X-32+2=N-1)(A—2)

Wir haben also zusédtzlich die Eigenwerte A2 = 1 und A3 = 2. Nach einer kurzen

0 0
Rechnung erhilt man die dazugehorigen Figenvektoren vo = | 1| und vz = | 3
2 5



Nach der Vorlesung ist also

et 0 0
Ut)y=10 e 3e*
0 2t b5e?t

ein reelles Fundamentalsystem der Gleichung.

(15)

Y1 = 3ys

Yy = 8ys — 6y
Y3 = =31

Yy = 6ys — 4ys.

Losung: Die Gleichung entkoppelt in zwei Systeme mit jeweils zwei Unbekannten. Diese
beiden Gleichungssysteme sind

=3 L =8ys—6
Z/I1 Y3 und y? Ya Y2 .
y3 = —3u1 Yy = 6ys —4yo

Wir koénnen also beide Systeme einzeln 16sen. Das erste ist von der Form 3’ = Ay mit

A= (_03 g) Die Eigenwerte der Matrix sind A\; = 3¢ and Ay = —3i. Der Eigenvektor zu

.. 1 . . . 1 .
3i ist v1 = (z)’ also ist der Eigenvektor zu —3i gegeben durch vy = <—2> Das zweite

System ist von der Form v/ = Ay mit A = (:2 g) . Die Eigenwerte der Matrix sind A\ = 2

und Ay = —2. Die dazugehorigen Eigenvektoren sind vy = (i) und vy = (f) Durch

Zusammensetzen der beiden Einzelsysteme erhélt man das komplexe Fundamentalsystem

eSit e—3it 0 0
0 0 e 2e7%

V(t> - ie3it _Z'e—3it 0 0
0 0 e?t e—?t

Ein reelles Fundamentalsystem bekommen wir indem wir die ersten beiden Spalten durch
den Real- bzw. Imaginérteil der ersten Spalte von V(¢) ersetzen. Dann ist

cos(3t) sin(3t) 0 0
0 0 e 2%

ult) = —sin(3t) cos(3t) 0 0
0 0 €2t 6_2t

ein reelles Fundamentalsystem.

4. Sei A € C1(R;R™ ™).

(a) Zeige, dass die Menge aller Losungen y : R — R™ des homogenen Problems

einen Vektorraum bildet. (15)

Losung: Es reicht zu zeigen, dass die Menge aller Losungen einen Unterraum des
Vektorraums der stetigen Funktionen bilden. Offensichtlich ist y(¢) = 0 eine Losung,
der Raum ist also nicht leer. Seien desweiteren y, y2 zwei Losungen des Problems



und A, A2 € K (man kann fiir K die reellen oder komplexen Zahlen wihlen, darauf
soll es uns jetzt nicht ankommen). Dann ist

Ay (1) + Aoy (1) = MA()y1(t) + AaA(t)y2(t) = A(t)(Myr (1) + Aawa(t)).

Also ist auch Ajy; + Asys eine Losung des Problems. Damit ist die Menge aller
Losungen tatsdchlich ein Unterraum und damit ein Vektorraum.

(b) Sei U(t) ein Fundamentalsystem von y/(t) = A(t)y(t). Zeige, dass sich fiir g €
C(R;R™) die allgemeine Losung der Gleichung

Y (t) = Aty (t) + 9(t)

als U(t)c + ypar(t) mit ¢ € R™ schreiben lésst, wobei ypar eine partikulére Losung
des oberen inhomogenen Problems ist. (10)

Loésung: Man iiberpriift sofort, dass U(t)c + ypar(t) das inhomogene Problem 16st.
Es ist also noch zu zeigen, dass jede Losung des inhomogenen Problems sich in der
oberen Form schreiben lédsst. Sei also y : R — R" eine Losung des inhomogenen
Problems. Dann ist ¥ — ypar wegen

Y (1) = Ypar(t) = A@)y(t) + 9(t) = A()ypar(t) — g(t) = A@)(Y(t) = Ypar(t))

eine Losung des homogenen Problems. Nach der Definition eines Fundamentalsystems
bilden dessen Spalten eine Basis des homogenen Problems. Das heifit y — ypar
ist eine Linearkombination der Spalten des Fundamentalsystems oder in Formeln
Y — Ypar = Uc fiir ein ¢ € R". Dann ist aber

y(t) = U(t)e + ypar (1),

was zu zeigen war.

5. Seip(z) =1, apz® ein Polynom mit reellen Koeffizienten. Wir betrachten fiir yg € R
das Anfangswertproblem

{y’(t) = p(y(t))
y(O) = Yo-

(a) Zeige, dass das AWP fiir alle yy € R eine eindeutige lokale maximale Losung y : I — R
besitzt, wobei I C R ein offenes Intervall mit 0 € I ist. (5)

Losung: Die Gleichung ist von der Form y/(t) = f(¢,y(t)) mit f(¢,y) = p(y). Die
Funktion f ist offenbar stetig differenzierbar. Damit besitzt die Gleichung nach dem
lokalen EES eine eindeutige maximale Losung mit den geforderten Eigenschaften.

(b) Nehmen wir des Weiteren an, dass yo > 0 und a; > 0 fiir alle k =0,...,n.
(i) Zeige, dass das AWP fiir degp < 1 eine globale Losung y : R — R besitzt. (5)

Losung: Ist degp < 1, so ist p(x) = ax + b. Das Polynom p erfiillt dann
eine globale Lipschitz-Bedingung. Nach dem globalen EES besitzt dann die
Gleichung eine globale Losung.

(ii) Zeige, dass aus der Existenz einer globalen Losung y : R — R auch degp <1
folgt. (15%)
Losung: Ist umgekehrt degp > 1, so gilt p(z) > apz fiir alle 2 > 0 und
ein kK > 2 mit ax > 0. Ist y dann die Losung des Anfangswertproblems, so
ist y(0) > 0 nach Voraussetzung. Die Losung erfiillt dann fiir alle t > 0 in
ihrem Definitionsbereich 3/(t) > 0 und ist damit streng monoton wachsend:



(¢) Kann
(i)

Wire dies nicht der Fall, gibe es ein kleinestes tg > 0 mit y'(¢g) = 0. Da
aber y/(t) > 0 fir alle t € [0,ty) gilt, wiirde dies y(¢) > yo und damit
y'(to) = p(y(to)) > p(yo) > 0 implizieren, ein Widerspruch! Also ist y(¢) > 0
fiir alle t > 0 im Definitionsbereich und damit nach der oberen Abschétzung

Y (t) > apy(t)*. Dies ist dquivalent zu ;ig,)c > ay fir allet > 0, da y(t) > 0

gilt. Durch Integration erhalten wir

1 e B 1 t d 3 ty/(s)
—(y(t) 7 — k+1:/ k+1 g :/ ds > ayt.
T W) o) =T ; 75(s) 5= ) yisyE 45 2 o

Umgeformt ergibt sich y(¢)™*+! < (1 — k)apt + yo_kJrl und damit

1
(k — 1)%15)’“‘1 '

y(t) = (yo—k—i—l _

)ak

1—-k
Somit existiert die Losung hochstens auf dem Intervall <0, (ky_"1>

fiir die obige Aquivalenz
auf die Voraussetzung yg > 0 verzichtet werden?

Losung: Auf die Voraussetzung kann nicht verzichtet werden. Fiir ein Polynom
p mit degp > 1 und a; > 0 mit p(0) = 0 (also ag = 0), etwa p(x) = 22, 16st
y(t) = 0 fur den Anfangswert yo = 0 die Gleichung.

auf die Voraussetzung ap > 0 fiir alle £ =0, ..., n verzichtet werden?

Losung: Auf die Voraussetzung kann nicht verzichtet werden. Betrachte etwa
p(z) = (x — 1)(x — 2) = 22 — 3z + 2. Dann besitzt y/(t) = p(y(t)) fiir y(0) = 1
die globale Losung y(t) = 1. Alternativ kann man als Gegenbeispiele auch die
logistische Gleichung aus der Vorlesung oder die Differenzialgleichung, die das
Geschwindigkeitsprofil eines Autos mit Luftwiderstand beschreibt, aus den
Ubungen angeben.



