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Losungen Elemente der Funktionentheorie: Blatt 3

12. Sei A, C C fiir n € N eine Folge kompakter nicht-leerer Mengen mit A, 11 C A,.

(a)

Zeige, dass es dann ein zg € C mit zg € A, flir alle n € N gibt.

Losung: Da A, fiir alle n € N nicht leer ist, konnen wir z, € A, wéahlen. Da A;
kompakt ist, gibt es eine konvergente Teilfolge 2y, k—> zp- Seim € N. Flir n > m
—00

gilt z, € A, C A,,. Da A,, abgeschlossen ist, folgt daraus auch zg € A,,. Somit liegt
zg in A, fiir alle m € N.
Zeige, dass die Aussage des obigen Satzes nicht mehr gilt, wenn man nur annimmt,

dass die Mengen A,, abgeschlossen sind.

Losung: Wir wihlen A,, = [n,00) C R. Diese Mengen sind in C abgeschlossen und
erfilllen A, 41 C A,. Dennoch gilt N,enA, = 0.

13. Uber Sterngebiete, Elementargebiete, ...

(a)

Gebe ein Beispiel eines Sterngebiets G C C, das nicht konvex ist.

Losung: Ein geeigneter reguldrer Stern liefert ein Gegenbeispiel (eine Skizze ist hier
das beste, was man tun kann!). Als Sternzentrum kann man das Zentrum des Sternes
wahlen, die Strecke zwischen zwei Punkten nahe der Ecken verlédsst aber den Stern,
weshalb der Stern nicht konvex ist.

Gebe ein Beispiel eines Elementargebiets G C C, das kein Sterngebiet ist.

Losung: Betrachte G := {z € C: 1 < |z| < 2} \ R« (ein geschlitztes Ananasstiick).
Das Gebiet G ist kein Sterngebiet, da man zwei (beinahe) gegeniiberliegende Punkte
nie durch eine Strecke in G verbinden kann. Kleine Teilstiicke (der Offnungswinkel
muss klein genug sein) sind aber Sterngebiete und damit Elementargebiete. Diese Teil-
stiicke konnen mit Hilfe von Lemma 3.12 zu dem Elementargebiet G zusammengesetzt
werden.

Sei G1 C G2 C G5 C ... eine aufsteigende Folge von Elementargebieten. Zeige, dass
dann U,cnG,, auch ein Elementargebiet ist.

Bemerkung: Man kann zeigen, dass man alle Elementargebiete ausgehend von
Kreisscheiben mit dieser Operation und Vereinigungen wie in Lemma 3.12 konstru-
ieren kann. Zudem kann man zeigen, dass die Elementargebiete gerade die einfach
zusammenhéingenden Gebiete (wir verweisen auf Vorlesungen oder Biicher iiber
Topologie) sind.

Losung: Sei G := Up,enG,,. Die Menge G ist als Vereinigung offener Mengen offen.
Zudem ist G wegzusammenhéngend. Seien dazu z; und zo in G, d.h. es gibt n;
und ng mit 2; € Gy, und 23 € Gy,. Wéhle n = max(ny,ng). Dann gilt 21, 20 € G,.
Da G,, wegzusammenhénged ist, gibt es einen Weg in G,,, der z; und 29 verbindet.
Dieser Weg liegt dann insbesondere in G. Also ist G offen und wegzusammenhéngend
und damit ein Gebiet. Um nachzuweisen, dass G ein Elementargebiet ist, reicht es
zu zeigen, dass das Wegintegral jeder auf G holomorphen Funktion f iiber jeden
geschlossenen Weg v in G verschwindet (es wiirde sogar reichen, dies fiir Dreieckswege
zu priifen, was den unteren Beweis vereinfachen wiirde). Bild v ist als das Bild eines
kompakten Intervalls unter einer stetigen Parametrisierung kompakt. Zudem ist



(Gp)nen eine offene Uberdeckung von Bild y. Wegen der Kompaktheit wird Bild v
schon von endlich vielen Gebieten iiberdeckt. Wahlt man davon das grofite, sagen
wir Gy, so gilt Bildy C Gx. Da Gy ein Elementargebiet ist, folgt

Lf(@ dz = 0.

Also ist G ein Elementargebiet.

14. Berechnen von Kurvenintegralen mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes und der Cauchy-
schen Integralformel. Berechne folgende Kurvenintegrale.

(a) f‘ SEAES Sy

z2—2|=1 22(24+1)
Losung: Der Integrand ist in einer Umgebung von Bj(2) holomorph, da die Null-
stellen des Nenners alle Betrag 1 oder 0 haben und von 1 verschieden sind. Nach
dem Cauchyschen Integralsatz gilt also

7
1
lz—o=1 22(2% + 1)

T+1
(b) f\zfl|:% z2?z4++1) dz.
Lésung: Wir berechnen als erstes die Nullstellen von z* + 1. Diese sind (411 =
exp(w#n)) fir n = 0,...,3. Also haben wir (; = %(1 +1), (o = %(—1 + 1),
(3 = %(—1 —i)und {4 = %(1 — 7). Als néchstes finden wir heraus, welche der
Nullstellen in dem vom Integrationsweg berandeten Gebiet liegen. Es ist

2
1 2 1)? 271\ 1 3F2v/2 1 8F4/2
G — 11> = (i—l) +<i> _(¥2F +2=2F \f+—: =2
V2 V2 V2 2 2 2 4
Hieraus sieht man, dass genau die Nullstellen 0, {; und {4 im von der Kurve beran-

deten Gebiet liegen. Integrieren wir um diese drei Nullstellen um Kugeln mit Radius
r fiir r klein genug, so sind wir in der Situation der Cauchyschen Integralformel und

erhalten
7 7 ! 6(... 3(...
|z|l=r # (Z + 1) 2241 |z=0 (Z + 1) |z==0
7.1 7.1 T (1-i)+1
/ % dz = 2mi— G = 4\/5772'%
—ca|=r 22(z4+ 1) CT(¢1 — C2)(C1 — ¢3)(¢C1 — Ca) i2(2 + 2i)2i

(1—i)+\/§_4W(1—i)+\/§_§(1—z’)+\/§
2(2 +2i)2 Qi(l+4) 2 i—1

= g(—Q —(149)V2) = 27ri2i+(i8_1)\/§5

=4

/ B TP G +1

z—cal=r 22(2* + 1) C3(Ca — C1)(Ca — C2)(Ca — C3)
. G +1

Mi—y———— - —
GG = )G — GG — )

Die Summe der drei Integrale ergibt damit

4mi Re (W) = —47Tiﬂ = \/i

Durch das iibliche Argument mit Hilfe des Cauchyschen Integralsatzes sieht man,
dass dies auch der Wert des Kurvenintegrals ist.

3)



(©) S G 42
Losung: Nach der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen gilt

e” 21 ., ,
/|z|:3 m dz = ?(6 Z)|z:72 = mie”.

(d) f‘ cos(mz) dz.

z|=3 22-1
Losung: Die Nullstellen 41 liegen beide im innerhalb der Kurve. Mit der Cauchy-
schen Integralformel sieht man, dass

cos(mz)
!/ fﬂawz/ S PG R
le—1)=1 2 —1 le—1j=1 Z—1 2

Analog ist

cos(mz)

/ cos(nz) dz = / N 2m’cos(;7r) = mi.
| \

3
at1l=1 - — 1 at1=1 2+ 1 -

Durch geschicktes Auftrennen sieht man mit dem {iiblichen Argument iiber den
Cauchyschen Integralsatz, dass

/I cos(2) dz:/l cos(72) dz+/ . Cogs(im)dzzo.

2 2
A=3 27— 1 a41=1 27— 1 lo—1j=1 2°—1

(e) f‘ Sz > fiir b € C,r > 0 mit || # 7.

z|l=r z—b

Losung: Wir unterscheiden zwei Fille. Liegt b in B, (0), so ist mit der Cauchyschen

Integralformel .
/ SZ 0y — omisind.
jol=r 2 =

Ist dagegen |b| > r, so ist der Integrand in einer Umgebung von B, (0) holomorph
und es gilt mit dem Cauchyschen Integralsatz

/ sin z ds— 0.
jol=r 2 =0

15. Funktionentheorie und reelle Integrale. Funktionentheoretische Methoden helfen oft dabei,
Fragestellungen aus der reellen Analysis zu beantworten. Wir wollen hierfiir ein erstes
Beispiel kennenlernen. Es soll der Wert des uneigentlichen Integrals

e 1
/ 72dx:7r
N S

_1
1422

ohne Kenntnis der Stammfunktion (arctan’z = ) berechnet werden.

(a) Fiir R > 1sei y1,r = [-R, R] und 2 g(t) = Re® fiir t € [0, 71]. Zeige mit Hilfe der
Cauchyschen Integralformel, dass fiir vg = v1,r U 72,r gilt

1
J—
S T

Losung: Eine Partialbruchzerlegung des Integranden zeigt

1 1 1y 1
2i\z—i z+4+i) 1422

Mit dem {iblichen Argument iiber den Cauchyschen Integralsatz reicht es das Integral
iiber einen kleinen Kreis um den Punkt ¢ zu betrachten (—i liegt auferhalb des von
der Kurve berandeten Gebiets). Man hat also

1 1 1 1 1
YR 1+ 2 |z7i|=l 1+=2 ‘Z,”:l 202 —1 21

2 2




1

1+x2d$:71'

(b) Zeige, dass limp_yo0 )fw,R ﬁ dz‘ = 0 und folgere daraus, dass [
gilt.
Losung: Es gilt fiir |z| = R die Abschétzung ‘1 + 22‘ > R?—1 nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung. Nach der Fundamentalabschatzung erhélt man also fir R > 1

1 R
/ 2dz il
yon L2

<
~ R2-1 Rox

Damit folgt

, L | 1 |
m = lim 2dz+ 72d2’: 2dz.
RoooJ_pl+2 mor L2 oo 142

16. FEin weiterer Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra. In dieser Bonusaufgabe wollen wir

einen weiteren Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra geben. Sei P ein nicht konstantes
komplexes Polynom
n
P(z) = Z apz”
k=0

von Grad n (a, # 0). Zeige, dass P eine komplexe Nullstelle besitzt. Nehme dafiir an, dass
P(z) # 0 fur alle z € C gilt. Schreibe P(z) = zQ(z) + ap und zeige, dass

1 _Q(Z)+ ag

T PR ap  EC

Leite einen Widerspruch her, indem Du beide Seiten {iber zunehmend grofie Ursprungskreise
integrierst.

Losung: Angenommen, P(z) # 0 fiir alle z € C. Dann gilt fiir P(2) = 2Q(2) + ap und

z#0
1 P(z)  2Q(z)+a0  Q(z) agp

z 2P(z)  zP(z)  P(z) =zP(2)

Aus der Annahme folgt, dass % eine ganze Funktion ist. Demnach gilt fiir alle R > 0

. 1. Q) , a . _ a ..
””“/LZRz‘l /g:Rz%z>+sza‘i /;:Rzpuad'

Zudem gilt fiir |z| = R nach der umgekehrten Dreiecksungleichung die Abschétzung

n—1 n—1
k
P 2 lanl 18" = 3 lanl ]2l = R = 3 lan] B,
k=0 k=0

Insbesondere gibt es ein Ry > 0 so, dass [P(z)| > $R" fiir alle R > Ry. Mithilfe der
Fundamentalabschétzung folgt nun fiir R > Ry

ao
2r = / dz
‘ 2=k 2P (2)

da n > 1. Dies ist aber ein Widerspruch. Also gibt es ein z; € C mit P(z;) = 0. Man kann
dann P faktorisieren als P(z) = (z — z1)P1(z). Falls P; noch nicht konstant ist, kann man
dasselbe Argument wieder auf P; anwenden. Sukzessiv zeigt man so, dass fiir ¢ € C und
Nullstellen z1, ...z, € C gilt:

2ao| B 4 |ag|

<92 —
SURE B T TR hiow

0,

Piz)=clz—2z1) (2 — zpn).

Dies ist gerade der Fundamentalsatz der Algebra!

(3)
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