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Abgabe: Siehe Vorlesungsseite!
Punktzahl: +40

Losungen Elemente der Funktionentheorie: Blatt 6

Dies ist das letzte Ubungsblatt. Fiir die Vorleistung werden 77 Ubungspunkte benétigt. Bitte

26.

27.

meldet Euch fiir diese im Hochschulportal an!

Bestimme die Laurentreihenentwicklung von f(z) = —7 in 7 und bestimme den gréften

Kreisring Ko r(¢) in dessen Inneren die Entwicklung konvergiert.

Loésung: Mit Hilfe einer Partialbruchzerlegung sieht man

z 1 1 1
1@ = _2<z—i+z+i>'
Der erste Term in der Klammer ist bereits von der richtigen Gestalt. Fiir den zweiten Term
erhalten wir

I T z—ik_lii(z—i)k
Zi 2itz—i 2143 2L 2 ) 2 2

k=0
Fiir die Laurentreihenentwicklung folgt also f(z) =Y " _ amz™ mit
m 1
om+z M > 0,
Ay, = % m = —1,
0 m < —2

Die Laurentreihenentwicklung konvergiert fiir ‘ZT_Z‘ < 1 und divergiert fiir }%’ > 1
(geometrische Reihe!). Also ist der grofte Kreisring der Form Ky g(4), in dessen Inneren
die Laurentreihenentwicklung konvergiert, gerade {z € C: 0 < |z —i| < 2} = Ky 2(4).

Sei G C C ein Gebiet, a € G und f : G\ {a} — C holomorph mit einer Polstelle in a. Man
sagt, dass fiir ein k € N die Funktion f in a eine Polstelle k-ter Ordnung besitzt, falls k
das kleinste m € N ist so, dass

lim(z —a)™ f(2) existiert.
zZ—a

Zeige: Besitzt f in a eine Polstelle erster Ordnung, so gilt fiir das Residuum in a

Res(f;a) = lim (= — a) f ().

Loésung: Aus der Vorlesung wissen wir, dass wir f in einer punktierten Kreisscheibe um
a in eine Laurentreihe f(z) = > 0°_ _ am(z — a)™ entwickeln kénnen. Zudem haben
wir gesehen, dass f in a genau dann einen Pol besitzt, wenn mindestens ein a,, und
hochstens endlich viele ay, fiir negative m € Z ungleich Null sind (dies ist gerade eine
Umformulierung von Amerkung 6.4 auf den Folien). Man sieht dann, dass f in a genau
dann einen Pol erster Ordnung besitzt, wenn a_1 # 0 und a,, = 0 fiir alle m < —2 ist. Die

Laurentreihenentwicklung ist also in einer punktierten Kreisscheibe um a von der Form

oo

f2)= 3 am(z—a)™

m=—1

(+4)
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Nach der Definition des Residuums gilt gerade Res(f;a) = a—1. Wir sehen nun, dass

o

. . T _ L \ymt+l
;1_1}1(11(2’ a)f(z)—;l_rg Zlam(z a) =a_j.

Dies ist gerade die Behauptung. Mit derselben Idee kann man auch Formeln fiir Residuen
bei Polen hoherer Ordnung herleiten. Diese findet man auf Wikipedia oder in jedem Buch
iiber Funktionentheorie.

Bestimme fiir die folgenden Funktionen f jeweils

e die Lage aller isolierten Singularitéten,
e die Residuen in allen isolierten Singularitdten und

e den Wert von fmzé f(z)dz.
2
() f(z) =2,

Losung: Die Funktion besitzt isolierte Singularitéten in ¢ und —i. Dies sind jeweils Polstellen
erster Ordnung, da die Nullstellen im Nenner erster Ordnung sind. Nach der vorherigen
Aufgabe gilt fiir die Residuen

oo expliz)  exp(i®) 1
Res(f;1) —E{g(z Z)(z+i)(z—i) T2 2
exp(iz exp(—i2 e
R0 = fim (o 4 P D)

Beide Singularititen liegen innerhalb des vom Integrationsweges berandeten Gebietes. Nach
dem Residuensatz gilt also

(b) f(z) =y

Lo6sung: Die Funktion besitzt isolierte Singularitéten in allen ganzen Zahlen (man iiberlegt
sich dazu, dass der komplexe Sinus nur Nullstellen auf der reellen Achse besitzt). Zudem
sind die Nullstellen erster Ordnung: Wegen der Periodizitéit reicht es sich den Wert z =0
anzuschauen. Fiir diesen folgt die Aussage aber aus der bekannten Reihenentwicklung. Die
Funktion f besitzt also an allen ganzen Zahlen Pole erster Ordnung. Fiir die Residuen folgt
damit mit der letzten Aufgabe fiir m € Z

Res(f;m) = lim (z — m)wcos(ﬂz) = mcos(mm) !

—m sin(wz) lim,_,,, sin(wz;:j;n(ﬂm)

= mcos(mm)(wcos(mm)) ! = 1.

Die Singularitdten liegen fiir z € {—2,...,2} in dem vom Integrationsweg berandeten
Gebiet. Nach dem Residuensatz gilt also

/ f(2)dz = 10mi.
l21=3

2

(©) 1) = gy
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Losung: Eine Faktorisierung des Nenners zeigt

1
(z— iz +i)5

f(z) =

Wir kénnten nun eine Verallgemeinerung der obigen Formel fiir Pole erster Ordnung
verwenden, um die Residuen zu berechnen (wir haben hier Pole dritter Ordnung). Wir
bestimmen jedoch die Laurentreihe direkt. Beachte dazu, dass

1 (o]
ot
—w
k=0
(o ¢]
k=1
1 oo
=5 > k(k - Dw?
k=2

So erhalten wir

1 1 1 1 1 1

I = e G- Gt G- PP 5

1 1 1 z—i\F?
:(2i)3(z—i)352k(k_1) <_ 2 )

Fir £ = 4 in der oberen Summe erhalten wir das Reihenglied, das fiir das Residuum
entscheidend ist, also ist

11 1\* 12 3
R ) = 774 . 3 — = == = —,
i) = G (21) 265 — 16i
Genauso kénnen wir fiir das Residuum in —i vorgehen. Wir erhalten dann

1 1 1 1 1 1

fle) = (z—i)3(z+i)3 TGP GEri-2P T )P (-2 (1 )

k—2
Z241
N (z—i—z 2132Zk ( )

Analog zu oben erhalten wir so fiir das Residuum

11 1)° 3
R =) =——=-4-3( =) =——F.
eslfi =) =~ g2 (m) 16i
Beide isolierten Singularitéten liegen in dem vom Integrationsweg berandeteten Gebiet.
Wir haben also nach dem Residuensatz

(3 3
Ag f(2)dz = 2mi (16_161>

Der Residuensatz € reelle Integrale. Berechne mit Hilfe des Residuensatzes (+6)
o0
1
[l
o l+=z
Lésung: Wir setzen wie bereits frither fiir R > 1 die Wege v1 g = [~ R, R], y2,r(t) = Re®

fir t € [0, 7] und v = v1,r U 72,r. Das Wegintegral

f(z)dz

TR

3
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kénnen wir mit Hilfe des Residuensatzes berechnen. Dazu stellen wir fest, dass genau
G = %(1 +4) und (2 = %(—1 + 7) die einfachen Nullstellen des Nenners des Integranden
in der oberen komplexen Halbebene sind (die beiden verbleibenden vierten Einheitswurzeln
bezeichnen wir wie immer mit (3 und (4). Fiir die Residuen erhalten wir

. 1 1 o3 b
Res(f; 1) = zlg?l(z Q)= -G -G) G —-G) 2\/52(2 +2i)2i
W2i(1+1i)  22i—1 42 ’
. 1 1 ot
Res(f;G2) = lim (2 = o) 55 = (G- )G —C)(G—C1) 2\/§(—2)2i(2i -2)
11 11 1

TRl kil el

Nach dem Residuensatz gilt also fiir R > 1

1 1 1
———dr=2mi—— (—1— i+ 1 — i) = —dmi?—— = .
/7R1+z4 42

Beachte, dass fiir R > 1 die Abschétzung ‘1 + z4| > |Z|4 — 1 gilt. Insbesondere haben wir
also nach der Standard-/ Fundamentalabschétzung

1
/ 1 dz
yor L T2
Demnach erhalten wir

7r 1 LS| ]
V2 Raoo([mﬂ1+z4 _pl+42z* ) N

Aus der Symmetrie des Integranden folgt nun

1
<7R — 0.
=7 R4—1 R—o0

< 1 T
——dr=—~.
o 1+ 2v/2

Fizpunkte holomorpher Funktionen in der Finheitskreisscheibe. Sei E .= {z € C : |z] < 1}
die offene Einheitskreisscheibe in der komplexen Ebene. Sei f : E — E eine holomorphe
Funktion mit f(0) = 0 und f(w) = w fir 0 # w € E. Zeige, dass dann f(z) = z gilt.

Hinweis: Versuche das Maximumsprinzip auf eine geeignete Funktion anzuwenden!

Losung: Nach Voraussetzung gilt f(0) = 0. Wir kénnen also f(z) = zg(z) fiir eine holomor-
phe Funktion g : E — C schreiben (dies sieht man sofort aus der Potenzreihenentwicklung
von f in der Null). Insbesondere folgt daraus, dass g eine holomorphe Fortsetzung von
Z @ auf E ist. Nach dem Maximumsprinzip gilt also |g(z)| < v~ fiir alle |z| < r fiir
alle r € (0, 1). Insbesondere gilt also |g(z)| < 1 fiir alle z € E. Wir stellen fest, dass jedoch
g(w) =1 gilt. Also ist z; eine lokale Maximumsstelle von |g|. Aus dem Maximumsprinzip
folgt hieraus, dass g(z) = g(w) = 1 fir alle z € E gilt. Hieraus folgt f(z) = z fiir alle
z € E\ {0}. Hieraus folgt direkt f(z) = z fiir alle z € E.



