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Funktionentheorie

Die Konstruktion von C

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
d K |
The(.)rem. 1.1 . o Era
Es gibt einen (bis auf Isomorphie einzigen) Kérper,
> der eine isomorphe Kopie von R enthilt;

> in dem die Gleichung
x2 = -1

lésbar ist; und

> der in allen anderen Kérper enthalten ist, die obige
Eigenschaften auch haben.

Diesen Korper bezeichnet man mit (C, +,-). Man kann
zeigen, dass x2> = —1 zwei Losungen hat: Eine wird dabei
(eigentlich willkiirlich) ausgewahlt und mit i bezeichnet.
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Kurze Geschichte von C Funktionenthearie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

> Komplexe Zahlen wurden 1545 von Gerolamo Cardano
erfunden.

» Operationen in C wurden 1572 von Raffaele Bombelli
definiert.

> Wourzeln negativer Zahlen wurden 1637 von René
Descartes imaginar genannt.

> Leonard Euler fiihrte 1777 die Bezeichnung i ein.

> Carl Friedrich GauB schlug 1831 die Interpretation
C ~ R? vor.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo
| 2 (C Y RZ Komplexe Zahlen
und Komplexe
» somit: jedes z = (x,y) =: x + Iy Diff barkeit
> (x+iy)+ (w+iz) = (x+w)+i(y+2)
> (x+iy) - (w+iz) = (xw — yz) + i(xz + wy)

> X+ iy =x—ly

Folgerungen:

> 2ty o (me) g (m2g) (2Bil=i)
» Rez = %(24—2)
> Imz = %(z —2)

>» z+tw=Zz+wundzZ - w=Zz-w
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Der kom plexe Betrag Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

|x + iy|? := |x|? + |y|? definiert eine Norm auf C

Fir alle z € C

> |z|? = zz

» insbesondere z71 = @
[z w| = [2l|w
> |Rez| <z, [Imz| < |2
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v

v

v

exp(z) = Zn 0 n, eC
cos(z) := Reexp(iz), sin(z) := Imexp(iz) und somit

EE — exp(ix)+exp(—ix)

exp(ix)—%xp(—ix) x € R.

SIn X = T

exp(z) = exp(Rez) (cos Imz + i sin Imz)
(“Eulersche Formel™)

exp(i0) =1

exp(i(x + 2km)) = exp(ix) fir alle x € R und k € Z
exp(z) = exp(w) & z — w = 27k fiir ein k € Z
|exp(ix)| = 1 fiir alle x € R

| exp(z)| = exp(Re z) fiir alle z € C

= exp(z) #0 fir alle z € C

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Funktionentheorie

Polarkoordinaten

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

» fiir alle z € C\ {0} J1¢ =: arg(z) € (—m, 7] s.d.
z = |z exp(i9)

> 2w = || expl(i arg(2))|w| exp(i arg(w)) =
|z||w| exp(i(arg(z) + arg(w))) fiir alle z,w € C

d.h.: Lingen/Betrage werden addiert, Argumente/Winkel
multipliziert.
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Funktionentheorie

Die Exponentialfunktion

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

Lemma 1.2
Fiir alle n € N gibt es genau n Zahlen zy, ... ,z, mit z" = 1:

2wk
zk::exp<i7r> k=1,...,n.
n
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Funktionentheorie

Der Logarithmus

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen

> Eulersche Formel fiir ein festes yp € R = und Komplexe
Diff’barkeit

exp:R+iyg — R -(cosyp+ isinyp)
x+iyo +—  exp(x)(cosyo + isinyp)

» Eulersche Formel fiir ein festes xg € R =

exp:xo+ R = 0Beyp(x)(0) :=1{z € C: |z]| = exp(x0)}
xo+iy +— exp(xo)(cosy +isiny)

» D.h.:
horizontale Geraden — offene Halbstrahlen (bijektiv!)

vertikale Geraden — Kreise (nicht injektiv da 27-period.,
aber surjektiv)
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Funktionentheorie

Der Logarithmus

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

» Strg:={z€ C: —7 <Imz < 7} wird unter exp nach
C* bijektiv abgebildet
> eXP|syr, 1 Stro — C* ist somit invertierbar

Definition 1.3
Der Hauptzweig des Logarithmus ist

log := exp ! : C* — Strg
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Anmerkung 1.4 Komplexe Zahlen
und Komplexe
. Diff’barkeit
> Es gilt

(1.1) log(exp(z)) = z fiir alle z € Stro
(1.2) exp(z)=w = z=logw+2rik fiirein k €Z
(1.3) exp(log(w)) = w fiir alle w € C*
(1.4)  log(w) = logg(|w]|) + iarg(w) fiir alle w € C*.
> Aufgrund der 2m-Periodizitdt von exp(i-) : R — 0B1(0) wird
Stro . ={z€eC: —nm+a<Imz<w+a}

fiir jedes « bijektiv nach C* abgebildet.
Somit: Es gibt oo viele Zweige des Logarithmus.
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Funktionentheorie

Die Potenzfunktion

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
Definition 1.5 DT barket
Ist z € C*, so kann man log z € Stro betrachten.
Vorsicht! Hauptzweig von log!
Man definiert fiir w € C

(1.5) z" := exp(w log z)

Anmerkung 1.6

e w € Z = z" ist eindeutig (unabh. vom gewihlten Zweig des
Logarithmus!) definiert
e w € C\ Z = z" hingt von der Wahl des Logarithmuszweig ab, da

exp(w log z) # exp(w(log z + 2wik)) Vk € Z".

D.h.: man hitte eine unterschiedliche Potenzfunktion definieren kénnen.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

> LA. gilt

Komplexe Zahlen

W_yW NICHT, und Komplexe

Diff’barkeit

(xy)"
auBer x,y > 0. Z.B.
il = o f = (=Ia{=1)E 2 (=)=

N\»—-
—_

N =

» Sind x,y € (=7, 7) mit x +y > 7, so gilt
x+y—2m € (—m,m) und daher

log(exp(ix) exp(iy)) = log(exp(ix + iy))
= i(x+y—2m)
7& ix 4 iy

log(exp(ix)) + log(exp(iy))
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Dle Topolog|e von C Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

» Vermoge der Identifikation x + iy = (x, y) liefern die
Normen auf C und R? bei zugehorigen Elementen
gleiche Werte.

» Somit sind die Abstdnde zwischen x + iy, z + iw € C
bzw. (x,y), (z, w) € R? gleich

» Konvergenzbegriffe und somit Stetigkeit werden
genauso wie im normierten Raum R? definiert
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Stetige Funktionen

Da die Norm auf C genauso wie die Norm auf R? wirkt,
andern sich Topologie und Konvergenzbegriff nicht.

Definition 1.7
Fiir AC C heift f : A— C an zy € A stetig, falls

Ve>030>0:|z—2|<d=|f(z) - f(z)| <e.

Alle iiblich Rechenregeln fiir stetige Funktionen gelten auch

im komplexen Fall.

Anmerkung 1.8

f : A— C ist genau dann stetig, wenn Re f,Im f stetig sind.
Dabei sind

Ref : z — Re(f(2)), Imf :zw— Im(f(z))

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Funktionentheorie

Lemma 1.9
Delio Mugnolo

(a) 0B1(0) > z +— arg(z) € C ist an z = —1 unstetig.

(b) Somit ist der Hauptzweig des Logarithmus an jedem L(:J" .‘2'3:;@22"*"
z € R_ unstetig. P bariet

(c) C\R_={zeC:|arg(z)| < 7} wird unter log nach
{z€ C: —7m <Imz < 7} bijektiv und stetig
abgebildet.

Beweis. (a) Betrachte
aimep(i(n—2),  bi—ep(i(—r+ 1),  nel.
n ’ n ’

Dann gilt
an — 71, b,—, — 71,

aber
1 1

arga":ﬂigﬁﬂ—v argbn:*ﬂ"i’g*)*ﬂ'.

(b) Wir wissen schon aus (1.4), dass
log(w) = logg(|w|) + iarg(w) fiir alle w € C*. O
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Komplexe Differenzierbarkeit Funktianenteeri

Delio Mugnolo

@ # A C (C, OfFen Komplexe Zahlen

und Komplexe
Diff’barkeit

Definition 1.10
f : A— C heiBt an der Stelle zy komplex differenzierbar
(C-diff’bar), falls

f(Z) — f(Zo) —. f/(ZO)

und ggf. heiBt dieser Grenzwert Ableitung von f an zj.

Ist f an jedem zg € A C-diff'bar,
so heiBt f (auf A) holomorph, oder manchmal analytisch,

und man schreibt
f e H(A).

17 /152



@ 7£ A C (C, Offen; f:A — (C, o € (C, Zp € A Funktionentheorie

Delio Mugnolo
Lemma 1.11 .
Folgende Eigenschaften sind dquivalent. e 2t
un omplexe
(a) f ist in zg C-diff'bar mit f'(z) = « Difibater

(b) Es gibt eine in zy stetige Funktion ¢ : A — C so, dass
f(z) = f(20) + #(z)(z —20) VzEA  ¢(z0) =«
(c) Die Funktion
riAszw f(z)—f(z20) —a(z—2) € C

erfiillt
im 2 _g
zZ—20 Z — ZO

Korollar 1.12
Jede C-diff'bare Funktion ist stetig.
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Beweis vom Lemma 1.11

(a) = (b) Setze

f(z)—f(z0)
¢(Z) = { Z—2p z 7& 20,

f'(zo) z = 2zp.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Beispiele

v

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe

Ist AC R, soist f : A— C genau dann C-diff'bar, Difbarte
wenn Ref und Imf : A — R C-diff'bar sind

Unstetige Funktionen sind nicht C-diff’'bar.
z— ¢, c € C; und z — z sind auf C holomorph.

Alle iiblich Rechenregeln fiir differenzierbare Funktionen
gelten auch im komplexen Fall: Summe, Produkte und
Verkettungen von C-diff'baren Funktionen sind
C-diff’bar.

Somit sind alle Polynome auf C holomorph.

(Potenzreihen werden spater untersucht)
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Fréchet— VS. C— D|‘FF, ba rkelt Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe

Die Topologine von C und R? sind gleich, R? ist aber kein Diffbarkeit
Korper.

Somit fiir ) # A C C ~ R?, offen; zp € A

Lemma 1.13
Folgende Eigenschaften sind fiir f : A — C ~ R? und
a € C ~ R? iquivalent:
(a) f ist in zy C-diff'bar mit f'(z)) = «
(b) f ist in zo Fréchet-differenzierbar (d.h.:
A := Ay = Df(20) € £(C) s. d. lim,,, HE=Tr=2) — q)

mit Fréchet-Ableitung A;, = a € M(R)
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Jede komplexe Zahl a kann man als Vektor in R? Funktionentheorie

auffassen, aber Delio Mugnolo

Linearitat bzgl. dem Korper R stellt eine schwachere Komplexe Zahlen
0 - oo o d K |

Bedingung als Linearitdt bzgl. dem Korper C dar. Diff barkeit

Assoziiert man mit « die zugehorige lineare Abbildung
Mc:C>z— az eC,

so identifiziert man Mc mit einer 2 x 2-Matrix Mg2.

Ist M2 im R-Vektorraum R? R-linear, so ist Mc nicht
immer im C-Vektorraum C-linear.

Beispiel: (0 ist R-linear, aber als Abbildung auf C

1
10
aufgefasst, d.h.

z=(Rez,Imz) — (Imz,Rez),
ist es nicht C-linear (d.h.: A8 € C s.d.
Bz =Imz+ iRez [Warum? UA])
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Lemma 1.14
Fiir eine Abbildung M : C — C, welche linear bzgl. R ist,

sind folgende Aussagen dquivalent.

(i) M ist im C-Vektorraum C linear.

(i) Es gibt o € C mit Mz = «z fiir alle z € C.
(iii) Als Matrix aufgefasst hat M die Form

X -y
(y x>’ x,y € R.

(bzgl. der kanonischen Basis von R?).

Beweis. (i) < (ii): trivial

(i) < (iii): Mz = az fiir ein & = a+ ib und alle z = x + iy bedeutet,

dass

miix + mpy\ !
Mz = = — by, b .
z <m21x L m22y> (ax — by, bx + ay)

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Funktionentheorie

Somit fiir ) #ACC, offen; f:A—-C, € C; zp€ A

Theorem 1.15 (A.-L. Cauchy 1814, B. Riemann 1851)

Die folgende Aussagen sind dquivalent. En:)g:" EE%E?ZIE"
> f ist in zg C-diff'bar.
> f ist in zg als Funktion R D> A — R? Fréchet-diff'bar

und beide Cauchy—Riemannschen
Differenzialgleichungen

Delio Mugnolo

ORef Olmf ORef Olmf
Ox (Zo) = W(Zo)a By (ZO) T T T ox (ZO)

sind erfiillt.
Insbesondere gilt dann

ORef dlmf Olmf ORef
/ . o — _
f'(20) = M (z0)+i e (20) = By (z0)—i dy (20)
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Beweis

> f C-diff’'bar = f Fréchet-diff'bar, da C ~ R?

> Ist f = (fi, ) : R2 D A — R? in z € R? Fréchet-diff'bar, dann ist
f in zp partiell diff’bar und

9 (z) 2z
Jr(z0) = (gégzs; %%EZZD

> Somit: Ist f = (Ref,Imf):C > A— Cin z € C C-diff'bar und
somit Fréchet-diff'bar, dann gilt

F(z) = (agjf(z") 255:(2"))

Gl (z20) 2t (20)

> Lemma 1.14 =

agxef 20) 8;;7(20) :<X _y>
aér;f(ZO) 8én;f ZO) y X

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Unmittelbare Folgerung Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
Ein f : A— C, dessen Realteil oder dessen Imaginarteil
konstant sind, kann nicht holomorph sein, ohne dass f selber

bereits konstant ist.

» Daher ist keine nichtkonstante, R-wertige R-diff’bare
Funktion — auch keine beliebig oft diff'bare Funktion! —
f:A— R, ACR, als Funktion A — C aufgefasst
holomorph.

» Somit: Ist f holomorph, dann ist genau dann f
konstant, wenn f holomorph ist (Warum? [UA])
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Funktionentheorie

Beispiele

Delio Mugnolo
> exp ist auf C holomorph, da wegen der Eulerschen el
Formel Diff barkeit
Reexp(z) = Reexp(x,y) = exp(x)cosy,
Imexp(z) = Imexp(x,y) = exp(x)siny.

und somit sind die C.-R.-DGLen offensichtlich erfillt.
»fize L 2 ist auf C* holomorph. [UA]

z 7~ JzP
log ist auf C \ R holomorph. [UA]
fiir alle s € Z kann z®° in einer natiirlicher Weise durch
z-...-z (s-Mal, wenn s > 0) oder durch z7%-....z71
(s-Mal, wenn s < 0) definiert werden;

v

v

v

auch fiir alle s € Z ist z — z° = exp(slogz) auf C\ R_
holomorph (Kettenregel!)
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Belsplele Funktionentheorie

Delio Mugnolo
> fiir f: z— |z|?> = (Rez? + Im 2?) gilt

Komplexe Zahlen
und Komplexe

68ij(20) 8§;f(20) _ <2 Rezg 2Im ZO> Diff’barkeit
8|8n;f(20) 8lan(Zo) 0 0

D.h.: f ist nur in zp = 0 C-diff'bar

(Vorsicht! z + 2z2 ist auf C diff'bar).

» f .z Zzist auf C stetig, aber an keiner Stelle
C-diff'bar, denn an jeder Stelle

el o) = G (a) =1 £ 1= A ) = T2 )

Ox

d.h., die erste C.-R.-DGL ist nirgendwo erfiillt.

> f:z > Rezist auf C stetig, aber nirgendwo C-diff'bar.
[UA]

Da holomorphe Funktionen selten sind, diirften sie
hoffentlich sehr gute Eigenschaften haben!
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Funktionentheorie

X normierter Raum, a,b € R mit a < b Delio Mugnolo

Def|n|t|on 116 Ko(;nlzlexelZahlen
r € C([a, b]; X) heiBt Kurve in X, welche r(a) und r(b) Diff barkeit
verbindet.

Definition 1.17
A C X heifit

» zusammenhangend, falls fiir je zwei offene Teilmengen
01,05 von X mit O;NA#Q (i =1,2) und
01N Oy =0 schon A 7 01U O, gilt;

» kurvenzusammenhangend, falls es fiir je zwei
x,y € X eine Kurve gibt, der x,y verbindet.

Beispiel 1.18
Fiir A C R gilt: A zusammenhangend < A Intervall.
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Al |geme| ne: Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen

Zur Erinnerung: Jede Teilmenge Z eines normierten Raums “D".;‘r,,,""";‘?'f*e
] arkel
(X, || - |lx) ist selber ein metrischer Raum bzgl. der Metrik

d(Xv)/) = HX—}/||X7 vaEZ'

Dann gilt Folgendes:

Lemma 1.19

Sei Z ein metrischer Raum. Genau dann ist Z
zusammenhangend, wenn es keine nichttriviale Teilmengen
von Z gibt, die gleichzeitig abgeschlossen und offen sind.

Beweis.
[UA] O
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X normierter Raum, A C X

Satz 1.20
Ist A kurvenzusammenhangend, so ist A auch
zusammenhingend. Die Umkehrung gilt, wenn A offen ist.

Beweis. — Topologievorlesung!. O

Beispiel 1.21
Somit: fiir alle r,s > 0 und alle x,y € X ist
» B,(x) zusammenhingend;
> Allgemeiner: Konvexitit = Kurvenzusammenhang;
» B,(x)U Bs(y) zusammenhingend < B,(x) N Bs(y) # 0;
> Somit: Konvexitdt <= Zusammenhang.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

Satz 1.22
Es seien ) # A C C offen und zusammenhingend,

f:A—C.

Genau dann ist f konstant, wenn f C-diff'bar ist und f' = 0.

Beweis. Wende das entsprechende Resultat fiir R-wertige Funktionen
auf Ref,Imf: A — R an. O
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Harmonlsche Funkt|onen Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Essei u: A— R: Gibt es f € H(A) mit Ref = u?

Komplexe Zahlen
und Komplexe

. . Diff’barkeit
Wenn ja, dann folgt aus diesem Ansatz, aus den

C.-R.-DGLen und aus dem Satz von Schwarz, dass (falls

man u zwei Mal ableiten kann; wir werden sehen, dass dies

immer gilt)

0%u . 62Ref_ 0 ORef
2 = od “ox ox
cr1 0 dlmf
T Ox Oy
s 0 dImf
T 9y Ox
Rz O ORef  &%u
T 9y 9y oy¥
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Somit fiir ) # A C C, offen; f: A— C
Komplexe Zahlen

SatZ 123 un_d’KomEIexe
Ist f € H(A) mit Ref,Imf € C3(A;R), so erfiillt u:=Ref P bariet
die Laplacesche partielle DGL

d%u  D%u

Au=Z8 T8 _
4 8X2+8y2

0.

Definition 1.24
Erfiillt eine Funktion u die Laplacesche partielle DGL, so
nennt man u harmonisch.

(Harmonische Funktionen sind typischerweise mit physikalischen Felder

(Gravitationsfeld, Magnetfeld, ...) assoziiert.)
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Funktionentheorie

Beispiel: Nicht jede harmonische Funktion ist
Realteil einer holomorphen Funktion

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

R?\ {(0,0)} > (x,y) = log(v/x? + y?) € R
ist harmonisch [UAI].
Aber: Es gibt kein f € H(C \ {0}) mit

Re f(z) = log(v/x? + y?) = log | 2],

denn sonst ware f(z) = log z bis auf eine Konstante auf
C\ R<o (vgl. (1.4)) und insbesondere besiBe der komplexe
Logarithmus mit f eine stetige Fortsetzung auf C \ {0} 4
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

Definition 1.25
A € M,(R) heiBt
> orientierungstreu, falls det A > 0;

> winkeltreu, falls

< Ax | Ay ) _ (X’y>
|AX|| 1| Ay |l ) gn IxI Myl J ge

wobei: (+|-)rn Skalarprodukt auf R"
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Funktionentheorie

Bzgl. dem Standardskalarprodukt

Delio Mugnolo
Beispiel 1.26
5 0 . . Komplexe Zahlen
Jedes A € O(n) ist winkeltreu, aber nicht unbedingt und Komplexe

Diff’barkeit

orientierungstreu (z.B.: A= —1d). Jedes A € SO(n) ist
gleichzeitig winkel- und orientierungstreu.

Beispiel 1.27
Ist det A > 0 und \/chleTAA € 0(n), so ist A winkeltreu. [UA]
Beispiel 1.28

z — z kann man als

G 2)

darstellen (bzgl. der Darstellung komplexer Zahlen in
Euklidischen Koordinaten).
Dann ist A winkel-, aber nicht orientierungstreu.
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Funktionentheorie

() # A C C offen und zusammenhingend, f : A — C Delio Mugrolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

Von jetzt an stellen wir die C-Ableitung '(z) als
2 x 2-Matrix dar, d.h.

BRef(ZO) 8Ref(z

'(z0) = Jr(20) = (alarﬁf(z()) ala%f(ZZD € Mx(R)

ox

Definition 1.29
f heiBt konform, falls

» f holomorph und

» f'(z) eine winkel- und orientierungstreue Matrix ist, fiir
alle z € A.

38/152



() # A C C offen und zusammenhingend, f : A — C Funitionentheorie

Delio Mugnolo

SatZ ].30 Ko(;nlzlexe IZahlen

un omplexe
(1) Ist f holomorph, so ist det f'(z) > 0 Vzy € A, Diff*barkeit
mit =" < f'(z0) = 0.

(2) Ist f holomorph, so ist f konform < f'(z) #0Vz € A .

Beweis. (1) Ist f holomorph, so gilt in jedem z € A

ORef, . Olmf ORef dlmf
oo () T (20) = T () T ()

(8;?7((20))2 + (aaR; f(20)>2 > 0.
(2) “=" folgt aus (1).

“<=" Fiir jedes 20 € A f'(20)"f'(20) = det f'(20) Id, d.h.

detf'(z) =

13

1 /
—————f'(20) € O(2
det f'(20) () € 0
und somit ist f'(z) winkeltreu (Beispiel 1.27). O
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Funktionentheorie

Komplexer Satz von der Umkehrabbildung

Delio Mugnolo
h#AcCCoffen, f: A— C Komplexe Zahlen
LA
Satz 1.31
Sind f holomorph und f' stetig, so gelten folgende
Aussagen.

(1) Gilt in zp € A f'(z9) # 0, so gibt es Ay C A offene
Umgebung von zy, so dass f|, injektiv ist.

(2) Sei f injektiv und f'(z) # 0 fiir alle z € A. Dann ist
f(A) offen, f~1: f(A) — C ist holomorph und die
Ableitung ist durch

1
f'(z)’

(F)(f(2) = z €A,

gegeben.
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Funktionentheorie

Beweis vom Satz 1.31

Delio Mugnolo

Komplexe Zahlen
und Komplexe
Diff’barkeit

(1) Da f'(zp) # 0 ist die Jacobi-Matrix invertierbar
(Satz 1.30.(1)) und somit folgt die Aussage aus dem Satz
von der Umkehrabbildung fiir f : R? — R2.

(2) Auch folgt aus dem Satz von der Umkehrabbildung: Ist
eine injektive Funktion Fréchet-diff'bar und ist ihre
Jacobi-Matrix ein Isomorphismus, so ist ihr Bild offen und
ihre Inverse Fréchet-diff’bar. Dariiber hinaus gilt

Jr(f(2)) = (Jr(2) 7"

]
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Integral komplexer Funktionen

Integration von Funktionen f : [a, b] — C, wobei a, b € R,
ist nur ein Spezialfall der allgemeinen Integrationstheorie fiir
vektorwertige Funktionen: d.h.

> fab f(x) dx ist wohl definiert falls f stetig (oder
allgemeiner eine Regelfunktion) ist;

» alternativ, kann man
fab f(x) dx := fab Re f(x) dx + ifab Im f(x) dx
definieren und sich zur Integrationstheorie R-wertigen
Funktionen zurickfiihren;

» somit gelten die iiblichen Rechenregeln und
Abschatzungen sowie der Fundamentalsatz der
Differenzial- und Integralrechnung.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Die Definition 1.16 von Kurve ist unbefriedigend, denn man
stellt sich unter einer Kurve ihr Bild vor — und zwei
verschiedene Kurven konnen wohl dasselbe Bild haben!

Beispiel 2.1
r(x) :[0,1] > x — x € C und
s(x):[1,3] 3 x— 3(x—1) eC.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Wege

ab,c,deR, a<b c<d
Definition 2.2

» Eine Kurve r : [a, b] — C heiBt stiickweise C?, falls es
eine endliche Unterteilunga=ty < t1 < ... <t,=b
gibt, so dass rfy, +, ;] € C*([t;, tiy1]; C) stetig diff 'bar ist
Vi

» Zwei stiickweise C*-Kurven r : [a, b] — C und
s : [c,d] — C heiBen aquivalent (kurz: r ~ s), falls es
¢ : [a, b] — [c,d] gibt, s.d.

> ¢ ist bijektiv und strikt monoton wachsend;
» ¢ und ¢! sind stiickweise C*;
> r=s00.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Wege (Fortsetzung)

>

Jede Aquivalenzklasse y := [r]~. heiBt (gerichteter)
Weg in X. Jeder Reprasentant heit Parametrisierung
des Weges.

Gilt Ystart = Yend SO heiBt ein Weg geschlossen.

Sprechen wir von einem Weg ~y, so werden wir oft
stillschweigend ~ mit einem Reprasentanten identifizieren,
und somit auch mit seinem Bild: Denn dquivalente Kurven
haben gleiche Bilder.

Jede Parametrisierung eines Wegs ist eine stetige Funktion,
die auf einem Kompaktum definiert ist: Somit ist sein Bild
auch kompakt.

Insb. muss ein und somit jeder Reprdsentant eines Wegs
stiickweise C?! sein!

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Wegoperationen

71,2 Wege mit Reprasentanten ry : [0,1] — C bzw.
r 1 [0,1] — C (das ist 0.B.d.A. immer méglich, durch

Verschieben /Reskalieren)

Definition 2.3

» Der umorientierte Weg 72 ist durch den

Représentanten ry : [0,1] 3 t — ra(1 — t) € C definiert.

> Ist ri(1) = r(0), d.h. YL 4 = V2, SO ist der
zusammengesetzte Weg v := v U ~? definiert durch

den Reprasentanten s : [0,2] — C,

s(t) == {

rl(t)
I’z(t = 1)

falls t € [0, 1],
falls t € [1,2].

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

7, ist der Weg, welcher entlang dem Bild von v, verlduft, Komplexe
. . Integralrechnung
aber in der entgegengesetzten Richtung.

Vorsicht! «, und 4, sind nicht dquivalent.

Sind 71,72 verschiedene Weg mit V... = Vot
Y g = V24 SO ist v : =1 UF? ein geschlossener Weg.

Die Wegzusammensetzung ist assoziativ aber i. A. nicht
kommutativ!
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Wegintegrale

Definition 2.4
Ist -y ein Weg in C und f : A — C stetig, mit Bild(v) C A.
Dann ist das Wegintegral von f entlang v definiert durch

b
(2.1) /f(z) dz ::/ f(v(t))Y(2) dz.

Die Lange von ~y ist

b
o) = / Y (2)] dz.

Anmerkung 2.5

Diese Begriffe hangen nicht von der gewahlten
Parametrisierung von v ab, so dass diese Definition
iiberhaupt sinnvoll ist. [Warum? UA]

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Funktionentheorie

Lemma 26 Delio Mugnolo
Ist v : [a, b] — C ein Weg in C und f : A — C stetig, mit
Bild(y) € A. Dann gilt

Komplexe

Integralrechnung

< sup |f(2)] - €(9).
z€Bild(v)

A f(z) dz

Anmerkung 2.7
~' braucht nicht iiberall zu existieren, die Ausnahmepunkte sind jedoch
nur endlich viele. Somit ist (2.1) wohl definiert.

Anmerkung 2.8

Ist v ein Weg im C mit Reprasentanten r =id : x — x, so stimmen
Weg- und Riemannsches Integral iiberein. Ahnliches gilt, wenn

7 : R — R injektiv ist (man nennt v dann eine einfache Kurve).
Vorsicht! In R gibt es keine (nicht triviale) geschlossene einfache
Kurven, wohl aber in C!
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Beispiel 2.9

Es sei v die gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie

0B,(0): Eine Parametrisierung ist

v :[0,27] 5 t — rexp(it) € C.

Es sei f(z) := z™, fiir ein m € Z. f : C* — C ist holomorph

und somit stetig. Dann gilt

/zm dz
¥

27
/0 r'™exp(imt)(ir exp(it)) dt

2r
jrm+1 / e/(m+1)tdt
0

{

27

0

falls m = —1,
sonst.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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() £ A C C, offen; f: A— C stetig

Definition 2.10
F : A — C heiBt Stammfunktion von f, falls F holomorph
ist und F' = f gilt.

Anmerkung 2.11

Vorsicht! Im reellen Fall kann man zeigen, dass jede stetige
Funktion eine Stammfunktion hat.

Obwohl fiir eine stetige Funktion das Integral definiert ist, ist es a
priori gar nicht klar, dass derselbe Beweis auch im komplexen Fall
funktioniert!

(Wir werden sehen, dass dies tatsichlich nicht stimmt.)

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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) £ A C C, offen; f : A— C stetig

Satz 2.12 (Fundamentalsatz der Differenzial- und
Integralrechnung.)

Sind F eine Stammfunktion von f und ~y ein Weg mit
Bild(y) C A, so gilt
/ f(z)dz = F(’Yend) - F(Vstart)-
7

Beweis. Genauso wie in Analysis 2, durch die Substitutionsregel
[Wie geht das? UA]

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Korollar 2.13
Hat f eine Stammfunktion und ist v ein geschlossener Weg
mlt Blld(ly) C A' SO gllt ﬁ?(ra];':'lael::chnung
/ f(z)dz =0.
ot
Korollar 2.14

C*sz+— % € C hat keine Stammfunktion.

...obwohl diese Funktion holomorph ist!

Beweis. Beispiel 2.9 + Korollar 2.13. O
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Definition 2.15
Eine kurvenzusammenhéingende offene Teilmenge von C
heiBt Gebiet.

Satz 2.16
Ist A ein Gebiet und f : A — C stetig, so sind die folgenden
Bedingungen dquivalent.

(i) f hat eine Stammfunktion.

(ii) Ist v ein geschlossener Weg in A, so ist f7 f(z) dz =0.

(iii) Sind ~1,~v2 Wege in A, welche beide w,z € A
verbinden, so ist [ f(z) dz = [ f(z) dz.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Beweis vom Satz 2.16 — #1

“(i) = (ii)" Korollar 2.13

aber

/yf(z) dz:[Yl f(z) dz—&-lY f(2) dz:[Yl f(2) dz_/yzf(z) dz.

(Substitutionsregel!)

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Funktionentheorie

Beweis vom Satz 2.16 — #2

Delio Mugnolo

“(iii) = (i)" Es sei w € A fest gewahlt und definiere

Komplexe
Integralrechnung

F(z) = / GRS

wobei v(w, z) ein beliebiger Weg ist, der w mit z verbindet (F ist nach
Voraussetzung wohl definiert). Wir werden zeigen, dass F die gesuchte

Stammfunktion von f ist.
Es sei zo € A und betrachte eine offene Kugel Ag C A von z. Fiir alle

z € Ao gilt

F(z)z/( )f(<)d<=/( )f(<)d<;+/ F(¢) d¢
¥(w,z Y¥(w,zo Y

2p2)
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Beweis vom Satz 2.16 — #3
Nun gilt

Fz) = /( O et / £(¢) d¢

Vzgz

= Flz)+ / f(z0) dC + / (F(0) = F(20)) dc

F(z) + f(20) / dC + / ((0) - F(z0)) d¢

Y7z Y79z

*

D F(z) + F(z0)(z — 20) + / (F(0) = F(20)) d¢

Yzoz

= F(2)+ f(20)(z — 20) + r(2)

(da der Wert von fﬂ/ f(¢) d¢ vom gewihlten Weg unabhingig ist,
oz

kann man z.B. die Parametrisierung [0,1] 3 t — z + t(z — z0) € Ao des
Geradenabschnittes von zp nach z betrachten: daher (x).)
f € C(A0iC) = Jim 22 0.

Somit: Lemma 1. 11 :> F' =f. O

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Komplexe
Integralrechnung
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Wann verschwinden Wegintegrale entlang
geschlossener Weg?

wy, wo, w3 € C
Definition 3.1

Die von wi, wy, w3 aufgespannte Dreiecksflache A ist die
Menge der Konvexkombinationen von wy, wo, ws, d.h.

3
Awl,WQ,w3 = {Z cC:z= Z tiw; firt € 23} .

i=1

Dabei ist ¥,, das n-Simplex

Y, ={teR":t,...;tp >0und ty +... + t, =1}

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Sind 71,72, ~3 die Geradenabschnitte mit
> ’yelnd = fys2tart =: Wy,
> ’and = ’YStart =: W2,
> Yond = Vstart =1 W3,

so betrachtet man den (geschlossenen) Dreiecksweg

Ywi,wo,ws = ’Yl U ’)’2 U ’73'

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Cauchyscher Integralsatz fiir Dreieckswege
h#AcCC,offen; f: A— C

Satz 3.2 (E. Goursat 1884)

Ist f holomorph und enthilt A eine Dreiecksfliche A, w,w;,

so gilt
/ f(z) dz=0.
7y

wiy,wp,w3

Im Beweis wird Folgendes verwendet.

Lemma 3.3
Sei (An)nen eine Folge nichtleerer Teilmengen von X mit Ag
kompakt. Ist A, abgeschlossen und gilt A,+1 C Ap Vn € N,

50 ist (\pen An # 0.

Beweis.

[0A] O

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis vom Satz 3.2 — #1

(1) Konstruiere rekursiv eine Folge von Dreieckswegen durch
sukzessives Unterteilen von A

wy,wp,w3 "

0. __ 0
- = 7W1(0)’W2(0)’W3(0) = Ywi,wa,ws

und fiir n=1,2,... ist 4"*! ein unter
n+1
"N T )
+1 2 7W2 ) 2
n
> 72 - "Y ("j+w ) (n) W{")+W§")
+1 . e
n
> ’Y3 - ’Y (")er ) (n) W{")+W£")
+1 . R
n
> Vs =7 ("’+w n) <)+W() Al

) ) 2

noch auszuwahlender Drelecksweg ist.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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- Funktionentheorie
Beweis vom Satz 3.2 — #2 et

Delio Mugnolo

(2) Da

Cauchysche

,-y(n) — ,.ygn) U ,yén) U ,y:gn) U ,ygn) Integralsitze

gilt fiir alle n € N

[/ f(z) dz = 24; L . f(z) dz
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Beweis vom Satz 3.2 — #2

(2) Da

A = A U4 U A

gilt fiir alle n € N

Somit muss es mindestens ein iy € {1,2,3,4} geben, s.d.

/w>

Man wahlt dann

f(z) dz

4

,.y(nJrl)

(7)) 4"

IA

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis vom Satz 3.2 — #3

Da
/ f(z) dz §4/ f(z) dz|, neN,
fy(") 'y(”+1)
gilt aufgrund von ~(© = ~
(%) /f(z) dz| < 4" / f(z) dz|, neN.
¥ ()

Es sei A, die Dreiecksflache, deren Rand mit dem Bild von

~(" {ibereinstimmt.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis vom Satz 3.2 — #4

(3) Jedes A, ist kompakt und somit gibt es dank
Lemma 3.3 ein zyg € C, s.d. zg € A, fiir alle n € N.
Da f in zy C-diff'bar ist, gilt dank Lemma 1.11

f(z) = f(z0) + f'(20)(z — z0) + r(z) € C
fir ein r : A — C so, dass

im 2 _ g
z—z 7 — Zg

Daher gilt
(%)
f’y(")f(z) dz = f()’
+f f(z0) + f'(z0)(z — 20)) dz
= f r(z) dz

nach Lemma 2.16, da z — f(20) + a(z — 20) eine
Stammfunktion hat (Welche? UA).

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis vom Satz 3.2 — #5

(4) Aus (

fre

%), (*x) folgt, dass

) dz| < 47

/7(") r(z) dz

Es reicht z. z., dass Iim 4" ‘f w () dz‘ =0.

Sei ¢ > 0. Da L2 _>z°0g|btes5>0m|t

(o * %)

z—2p

lz—z|<d =

Ir(z)| < €|z — zo].

fir alle n € N.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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BeWe|S vom Satz 32 _ #6 Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Nimm N € N groB genug, so dass Ay C Bs(zp). Somit gilt
fur alle n> N

Cauchysche
(* k **) ’Z — ZO| S E(f)/(n)) fur a”e z e An C B(S(zo)a Integri)xllséitze
da A, C Ap.
Es gilt auch
oy = Ly
(5 s % % %) (v )_5(7)

(denn: Die Seitenlinge von v("t1) ist die Halfte der Seitenlinge
von (M),
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Beweis vom Satz 3.2 — #7

Zusammengefasst: Ve > 0 AN € N s.d. fiir alle n > N

4!7

/7 (@) dz

<

4" / |r(z)| dz
'y(")

4”6/ |z — zp|dz
~ln

)
4"ef(r(M) / dz
'y(")
4”ef('y(”))2

n L00)?
4n
el(y).

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Funktionentheorie

Sterngebiete
A C C offen

Delio Mugnolo

Definition 3.4

A heiBt Sterngebiet, falls 3zy (‘Mittelpunkt”) s.d. Vz € A,

z # zy, der Geradenabschnitt (‘Strahl”) von z nach zyg ganz ~ cauchysche
I.n A //egt Integralsitze

Anmerkung 3.5

> A ist konvex, falls Vzy und Vz € A, z # z, der Geradenabschnitt
von z nach zy ganz in A liegt.

> Somit ist jedes konvexe A ein Sterngebiet, aber nicht umgekehrt
[Gegenbeispiel? UA]

> Jedes Sterngebiet ist kurvenzusammenhéngend, aber nicht
umgekehrt [Gegenbeispiel? UA]

> Die geschlitzte Ebene C \ R ist ein Sterngebiet fiir ein beliebiges
zo > 0.
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Cauchyscher Integralsatz fiir Sterngebiete
) #£AcCC, offen; f: A— C

Satz 3.6
Ist f holomorph und ist A ein Sterngebiet, so hat f eine
Stammfunktion.

Anmerkung 3.7
(1) Insbesondere gilt nach dem Satz 2.16

/ f(z) dz =0,

fir jeden beliebigen geschlossenen Weg v C A.
(2) C* ist kein Sterngebiet [Warum? UA]. Tatsichlich gilt

/ldz:27ri7é0,
’YZ

obwohl f(z) := z7* in C* holomorph ist.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis vom Satz 3.6

>

Es sei zg € A und 7, , der Geradeabschnitt zwischen zg
und z.

Es sei F(z) = [7 f(t) dt.

Betrachte ein weiteres Z € A; ein § > 0 klein genug, so
dass Bs(z) C A; und z € Bs(Z2).

Der Dreiecksweg 7, 5 , ist in A enthalten: Denn nach
Definition vom Sterngebiet sind die Strahlen

V235 Vzoz C A und somit auch alle Punkte, die auf die
Strahlen dazwischen liegen.

Somit gilt nach dem Satz 3.2 fvzo,i,z f(t) dt =0, d.h.,

/7~ f(t) dt:/wz

Z 0

f(t) dt+/ f(t) dt,
.

EY4
d.h., f,ﬁz f(t) dt hangt nur von den Endpunkte z,Z ab.

Ahme den Beweis vom Satz 2.16, (i) = (i), ab #3
nach.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo
Korollar 3.8
Fiir eine beliebige Kurve 1 , zwischen 1 und z innerhalb
von C\ R_ gilt Integratsitze
1
log(z) = / —dc.

M z C
Beweis.
Fir F(z) := fﬂﬂ %d( gilt F' =log’ und F(1) = 0 = log(1), und somit
ist F = log. O
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A C C Sterngebiet mit Mittelpunkt z; f : A — C

Korollar 3.9

Ist f stetig und dariiber hinaus an jeder Stelle z € A\ {Z}
C-diff'bar, so hat f eine Stammfunktion.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis — #1

> Esseien zg,z€ Amit z# Z# zgund A, 5 3 C A

» Betrachte w entlang v, 3 und wp entlang 7y, 5. Nun
wird die Dreiecksflache A, , 5 in
Ay s wor Aw,wo,zo) Aw,z,z ZETlEgE.

» Beachte, dass nur A, 3w, das Zentrum Z von A
enthalt: Somit gilt nach dem Cauchyschen Integralsatz
fiir Dreieckswege

/ f(z) dz:/ f(z) dz=0.
Yw,wp,2g Tw,zy,2z

» Betrachte die zugehodrigen Dreieckswege, gegen den
Uhrzeigersinn orientiert...

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis — #2

> ...damit

/ f(z) dz = / f(z) dz
Vzg,2,2 Tw,2,wy
+/ f(z) dz—l—/ f(z) dz
Vi Tw,zg,z

w,wQ,20

= L f(z) dz.

w,Z,wg
» Im Grenzwert fiir w — Z und wg — Z erhalt man
J,. .. f(z) dz=0, denn nach Lemma 2.6
ZO z,z

1Z5

A f(z) dz

w,Z,wg

< sup ‘f(z)’ 'E(VW,Z,Wo) — 0,

zeBild(v)

da Produkt einer Linge, die im Grenzwert verschwindet,
und des Supremums einer beschrankter Funktion.
> Ahme jetzt den Beweis vom Satz 2.16 nach.

Funktionentheorie
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A C RY offen

Definition 3.10
Ein Gebiet A heist Elementargebiet, falls jedes holomorphe
f : A — C eine Stammfunktion besitzt, oder dquivalent falls

/f(z) dz =0

fiir alle holomorphen f : A — C und alle in A verlaufende
geschlossenen Kurven .

Anmerkung 3.11

Jedes Sterngebiet ist ein Elementargebiet.

Funktionentheorie
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Funktionentheorie

Lemma 3.12 .

Es seien Ay, Ay Elementargebiete, so dass A; N Az Delio Mugnolo
zusammenhdangend und nichtleer ist. Dann ist A; U Ay ein
Elementargebiet.

BeWeiS. Cauchysche

Integralsitze
> Ist f: A1 U A, — C holomorph, so gibt es Stammfunktionen
Fi:A; - Cund F,: A, — C.

> Dann ist (F1 — F2)|a,na, konstant, da
! ! ! J—
(Fl - F2)|A1mA2 = Fl\AlﬁAz - F2\A10A2 = NAainAa, — f\AmAz =0
(Hier verwendet man, dass A; N A> zusammenhingend ist.

> Addiere zu Fija,na, eine Konstante derart, dass
(F1 — F2)ja;na, = 0, was eine Stammfunktion F von f

L Fl(Z)7 z € A1,
F(Z) T { :‘:2(2)7 z € A,

liefert.

77 /152



r>0 2z¢€C
Lemma 3.13

Fiir alle a € B,(z) gilt

Dabei ist  die die gegen den Uhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie

0B.(20), d.h.,

~(t) := z0 + rexp(it),

t € [0,27].

Funktionentheorie
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Beweis — #1

> Ist zg = a, so wurde die Aussage im Fall a =0 im
Beispiel 2.9 bewiesen.

» Ansonsten findet man eine weitere, gegen den
Uhrzeigersinn durchlaufene Kreislinie 5 (etwa
4 = 0By, (a)), die innerhalb ~ verlduft und a umfasst,
nicht aber zg. Man zeigt, dass

jq{ Cd—ga:jg Cd—ca

» Schlitzt man B.(z) \ B, (a) entlang der
Verbindungslinie zwischen a, zy, so hat man zwei
Elementargebiete A;, Ay erhalten.

» Darauf ist z — i holomorph, somit ist

]gAl Cd—ca =0= %MQ Cd—ca'

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Beweis — #2

» Orientiere die Kurven 0A;, 0A> gegen den
Uhrzeigersinn: Dadurch wird der Schlitz in
verschiedenen Richtungen durchlaufen.

» Dadurch kiirzen sich die entsprechenden Beitrage:

/é)AlmSchIitz (—a - /c’)AzmSchIitz ¢—a -

A Cd—ca - %;Az

4

» Folglich

=

» Dann gilt

d¢

f
27TI':£

d¢
(—a

d¢

d¢
(—a

=0.

d¢
(—a

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Cauchysche Integralformel

h # ACC, offen; zp € A; f : A— C holomorph

Theorem 3.14 (A.-L. Cauchy, 1831)

Ist fiir r > 0 B,(zy) C A, so gilt fiir alle z € B,(z)

(@)= f 7 ) ac,

wobei v = 0B,(zy) (wie immer, gegen den Uhrzeigersinn
orientiert).

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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BeWelS —_ #1 Funktionentheorie

Delio Mugnolo

» Betrachte R > 0 mit B,(z)) C Bg(z) C A, so dass Cauchysche
v C Br(20) (Kompaktheits komplement). niesraiite

» Fiir das gegebene z € B,(zy) setze nun

f(Q-f(2)
- = (#z
)= { f’(Cz) (=2z
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Beweis — #2

» Da f : Br(z9) — C stetig und auBer in z auch
holomorph ist, folgt aus Korollar 3.9, dass ¢ eine
Stammfunktion hat, oder dquivalent dazu

74 4(C) dc
0B (z)

0 =

?{ f(¢) —f(2) dc
oB(z) C—Z
() 1
d¢ —f
?gs,(zo) (—z (—f2) 9B (20) 6 — Z
(e .
?giB,(zo) = d¢ — f(z)2ni.

dg¢

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Die zentralen Erkenntnisse an der Formel
1 f(€)
f(z) = — d
(2)= 5 fi T

)

lauten:

> Ist f auf einer Kreisscheibe holomorph, so ist der Wert
von f im Zentrum der Kreisscheibe bereits durch die
Werte am Rande bestimmt.

» Der Wert in der Mitte stimmt mit einer durch
Integration regularisierteren Version iiberein. Ist f
deshalb vielleicht automatisch regularer?

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Die Leibnizsche Regel
a,beR, a< b; AcC C offen

Lemma 3.15
Es sei f : [a, b] x A — C stetig (kurz: f = f(t,z)) und, fiir
Jedes t € [a, b], holomorph in seiner 2. Variable, mit stetiger

Ableitung %. Betrachte

b
g(z) = / f(t,z) dt, ze A
a
Dann ist g holomorph und seine Ableitung ist gegeben durch

b of
/ _ J—
g(2)= | 5;(t2)d

Beweis.
[UA] O

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Holomorphe Funktionen sind beliebig oft
C-diff'bar

Satz 3.16
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.14 ist f beliebig oft
C-diff’bar mit holomorpher Ableitung, und es gilt

oz " 2 f (C—2) n+1 n>1 ze B/(z).

D.h.: Ableitungen holomorpher Funktionen sind selber
holomorph!

Beweis.
Durch Induktion: Fiir n = 1 ist dies die die Cauchysche Integralformel.
Fiir n > 2 folgt dies aus dem Lemma 3.15. OJ

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Der Satz von Morera Funktionentheorie

Delio Mugnolo

A C C offen, f : A— C

Cauchysche
Integralsitze

Satz 3.17 (G. Morera 1886)
Sei f stetig. Es gelte fiir jeden Dreiecksweg 7z, 7,7, mit

Az, CA
/ £(C) d¢ = 0.
Yz

12273

Dann ist f holomorph.
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Beweis

Es reicht z.z.: Fiir alle zo € A und € > 0 klein genug, dass Bc(z) C A,
ist fig(z) holomorph.

» Man definiere einen Kandidat fiir eine Stammfunktion von f durch
Fa) = [ #(0) ¢
v

(v = Geradeabschnitt von z nach z).
> Voraussetzungen = 0 = f& f(¢) d¢ = fw f(¢) d¢ — fﬁ f(¢) d¢.

> Somit hat f eine Stammfunktion, welche notwendigerweise (s.
Beweis vom Lemma 2.16) F ist.

» D.h.: F/ = f. Laut Satz 3.16 ist somit f holomorph.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Definition 3.18
Ist f : C — C holomorph, so heift f ganz.

Beispiel 3.19

Konstante Funktionen oder, allgemeiner, Polynome sind ganz.

Satz 3.20 (J. Liouville 1847)

Ist eine ganze Funktion beschrinkt, so ist sie bereits
konstant.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Funktionentheorie

Beweis von Satz 3.20

Delio Mugnolo
» Essei z € C. Satz 3.16 =
1 f(<)
Flz) = —— f{ _dc.
27-” v (Z B C) Cauchysche

Integralsitze

fiir v = 0B,(z), fir r > 0 beliebig.

> Insbesondere gilt
1 f(<)
i b e

1 f(©)
% ol (Z_C)z dC

1 1
—/ flloo=-
)l

|f'(2)]

IN

IN
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Folgerung: Der Fundamentalsatz der Algebra

Satz 3.21
Ist P ein Polynom von Grad n > 1, so hat P mindestens eine
Nullstelle.

Anmerkung 3.22

Es ist wesentlich, dass P ein komplexes Polynom ist; denn in R hat z.B.
x =+ x? 4+ 1 wohl keine Nullstelle.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Korollar 3.23

Ist P ein Polynom von Grad n > 1, so hat P genau n (sich

méglicherweise wiederholende) Nullstellen.

Beweis.

» Es sei z; die bereits gefundene Nullstelle. Dann faktorisiert man

P(z) = (21 — 2)Q(2),
wobei @ Grad n — 1 hat.

» Rekursion!

zeC,

Funktionentheorie
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Integralsitze
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Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra

> P ist ganz, aber auch unbeschrdnkt: VM > 0 3R > 0 s.d.
|P(z)l =M V|z| >R,

d.h., |[P(z)7} < M auf C\ Bg(0).

> Hatte P keine Nullstelle, so gilt auch |P(z)7Y| < M auf Bg(0), fiir
ein gewisses M.

» Insgesamt ware P beschrankt: somit Liouville = P ware konstant

4

» = P hat doch mindestens eine Nullstelle.

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Cauchysche
Integralsitze
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Konvergenzbegriffe fiir Funktionenfolgen Funktionentheorie

Delio Mugnolo

A C C; (fy)nen Funktionenfolge mit f, : A — C fiir alle
neN;, f:A—=C

Definition 4.1

> (fn)nen heiBt gegen f gleichmaBig konvergent, falls
limp_o0 fn = f bzgl. der || - ||co-Norm, d.h., falls

Funktionenreihen

Ve >03IN e N:n> N = supl|fp(z) — f(z)| <e
z€A

> (fn)nen heiBt gegen f lokal gleichmaBig konvergent,
wenn es zu jedem zg € A ein € > 0 gibt, so dass

(f,, ‘ BE(ZO)QA) nen gegen f|B.(z0)nA &leichmaBig
konvergiert.
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Funktionentheorie

Kanonisches Gegenbeispiel

Delio Mugnolo

» Sei f, : B1(0) — C durch

Funktionenreihen

fa(z) = 2", neN
definiert.

(fa)nen ist lokal gleichmaBig, nicht aber gleichmaBig
gegen 0 konvergent.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Lemma 4.2

(1) Konvergiert (f,)nen gegen f lokal gleichmaBig, so
konvergiert (fyk )nen gleichmaBig gegen f fiir alle
Kompakta K C A.

(2) Es sei nun A offen. Konvergiert (fnk)nen gegen fik fiir
alle Kompakta K C A, so konvergiert (f,)nen gegen f lokal
gleichmabBig.

Funktionenreihen
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Beweis vom Lemma 4.2 — #1

Funktionentheorie

Delio Mugnolo
Lokal glm'e Konvergenz = Glm'e Konvergenz auf Kompakta
» Essei K C A kompakt und betrachte zu jedem z € K die Menge
Bc(z), die in der Definition von lokaler glm. Konvergenz
eingefiihrt wird.
> Von der offenen Uberdeckung (Be(20)),,cx kann man eine Funktionenreihen

endliche Teiliiberdeckung (Be(z)), <<, auswahlen.

Es sei € > 0. So gibt es N, € N mit anlBé(w — fi.(z) |0 < € fiir
alle n > Ny, und das fiir alle k =1,...,n.

Betrachte nun N := max. Ni: dann gilt [|fa; ) — fis. @ llee < €
fir alle n > N und alle k.

Das bedeutet: ||f,, — fix[lc <€, d.h., (fajk)nen konvergiert
gleichmaBig gegen fjy.
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BeWelS vom I_em ma 42 — #2 Funktionentheorie

Delio Mugnolo
Lokal glm'e Konvergenz <= GIlm'e Konvergenz auf Kompakta
> Ist zp € A, so gibt es B:(z) C A (da A offen) und somit e
K = Bg(Zo) C A

> Nach Voraussetzung: (fuk)nen konvergiert gegen fix gleichmaBig.

> Insbesondere: (fy|5 (z))nen konvergiert gegen fig, () gleichmaBig.
b1 5

O
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Zur Erinnerung: Stetigkeit auf C = Stetigkeit auf R?

Schon in Ana2 gelernt:

Satz 4.3
Konvergiert (f,)nen gleichmaBig gegen f und sind alle f,
stetig, so ist f stetig.

Funktionenreihen

Korollar 4.4
Konvergiert (fy)nen lokal gleichmaBig gegen f und sind alle
f, stetig, so ist f stetig.

Beweis.

Stetigkeit ist eine lokale Eigenschaft: sie kann durch das Verhalten von
f in einer beliebig kleinen Umgebung eines Punkts charakterisiert
werden. O
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Folgen von I ntegra |en Funktionentheorie

Delio Mugnolo

ACGC; (fo)pen mit f,: A= CfiralleneN; f: A—C
Satz 4.5

Konvergiert (f,)nen lokal gleichmaBig gegen f und sind alle
f, stetig, so gilt fiir jeden Weg v C A

lim /fn(Z) dz = / f(Z) dz. Funktionenreihen
n—o0 ~ v

Beweis.

» Die Bilder der Wege ~ sind kompakt.

> Lemma 4.2 = (fy|,)nen ist gleichmaBig konvergent.
> Es gilt

/7 fo(z) dz — /W f(z) dz

<) [[fory = fialloo (1) = 0.
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Funktionentheorie

Folgen holomorpher Funktionen

Delio Mugnolo
A C C offen; (fp)nen Funktionenfolge mit £, : A — C fiir alle
neN; f:A—C
Satz 4.6
Konvergiert (fy)nen lokal gleichmaBig gegen f und sind alle
f, holomorph, so ist auch f holomorph und Funktionenreihen
lim f, = f.
n—o0

Anmerkung 4.7

Vorsicht! Im reellen Fall liegt die (im Komplexen noch viel kleinere als
H(A)!) Menge der Polynome in C(A; R) dicht (vgl. Satz von
Stone-WeierstraB).

101 /152



Funktionentheorie

Beweis vom Satz 4.6

Delio Mugnolo

> Lemma 4.2 = (fak)nen ist gleichmaBig konvergent fiir alle
Kompakta K C A.

> Insbesondere ist (|, ,, ., )nen gleichmaBig konvergent fiir alle

Dreieckswege Yuw,,wy,ws C K, notwendigerweise gegen f|”YW1=W2,W3' Funktionenreihen
f"\le,WQm hat eine Stammfunktion weil holomorph: Korollar 2.13

= fa(z) dz = 0.

Vg yw w3
> Satz 4.5 = [ f(z) dz=0.

Ywy ,wy w3

» Satz von Morera = f ist holomorph.

» Cauchysche Integralformel = lim,_ oo f, = f'.
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Funktionentheorie

Konvergenzbegriffe fiir Funktionenreihen

A C C; (f,)nen Funktionenfolge mit £, : A — C fiir alle Oetio Mugnolo
neN;, f:A—=C
Definition 4.8
> > nen fn heiBt konvergent in Norm, falls 3 ||fa]oo
konvergiert.
> > .y fn heiBt normal konvergent, falls es zu jedem sz

z € A eine Umgebung U(z) existiert, so dass
> neN fajuenalloc konvergiert.

> > nen fn heiBt gegen F gleichmaBig konvergent, falls
(Sn)nen gegen F gleichmaBig konvergiert, wobei

n
S, ::ka, neN.
k=0

> > nen fn heiBt gegen F lokal gleichméaBig konvergent,
falls (Sp)nen gegen F lokal gleichmaBig konvergiert.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

> Normale Konvergenz < Konvergenz in Norm =
gleichmaBige Konvergenz

Funktionenreihen

» Normale Konvergenz von
Konvergenz von > |l

nen fn = lokal gleichmaBige
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

A C C offen; (f)nen Funktionenfolge mit f, : A — C fiir alle
neN, f:A—=C

Satz 4.9

Es sei ), . fn normal konvergent, etwa gegen F. Ist jedes
fn holomorph, so ist auch F holomorph und F' =3~ _\
(normale Konvergenz).

Funktionenreihen
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Funktionentheorie

Beweis vom Satz 4.9

Delio Mugnolo

» Zur Holomorphie von F: Wende Satz 4.6 auf die Folge der
Partialsummen (S;)nen an.

» Zur normalen Konvergenz: Es sei z € A. Nimm e > 0 klein genug,
dass Be(z) C A und auch so klein, dass 37 [|fn 5. )nalloo
konvergiert. Funktionenreihen

> Dann gilt fiir alle w € B (z) (Cauchysche Integralformel!)

1 £(0)
sz T wp | =

1
PIACHIES ;Zan‘BE(Z)nAHm < 0o

neN neN

|fa(w)| =

|| mgeanalloo

> Somit
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Fundamentales Beispiel
Zur Erinnerung: Fir n€e Nund s € C

n® := exp(slog n).

Satz 4.10
Die Reihe ) |n5| konvergiert gleichmiBig in
{ze C:Rez>1+4} fiir alle 6 > 0.

Beweis.
Da |n°| = nRe* gilt
1 1 1

ns] = Res = ni+e’

Nun konvergiert EneN 5 (vgl. Ana2)

Die Reihe

falls Res >1+6.

qen = konvergiert normal in {z € C: Rez > 1}. [UA]

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Funktionenreihen
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Funktionentheorie

Zur Erinnerung: Konvergenzradius

Delio Mugnolo
P Potenzreihe
Definition 4.11
R(P) :=sup{r € R: P(r) konvergiert }. Funktionenreihen

heiBt Konvergenzradius von P.

Satz 4.12

Es sei P eine Potenzreihe. Dann ist P(z) fiir alle z € C
» konvergent (sogar normal), falls |z| < R(P),
» divergent, falls |z| > R(P).
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

[e.°]
P(z) := > anz" Potenzreihe mit Konvergenzradius R(P)
n=0

Satz 4.13
Es sei f := P. Dann ist f holomorph auf Bgpy und

Funktionenreihen

f'(z) = Z na,z"t.
n=0

Beweis.
Wende Satz 4.6 an. O
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Funktionentheorie

Der Potenzreihenentwicklungssatz
ACCoffen, f:A—C,zp€ A Delio Mugnolo

Satz 4.14 (A.-L. Cauchy 1831)

Ist f holomorph und ist € > 0 so klein, dass Bc(zy) C A.
Dann [aBt sich f dort als Potenzreihe darstellen, d.h.,

Funktionenreihen

f(Z) — Z a,,(z — zo)n fiir alle z € Be(ZO)v
n=0

mit Konvergenzradius > €, wobei

_ (z) _ 1 }g f()
o

n! - % By(z0) (C — Z())n""1

ap : d¢ fiir alle p € (0, €).

Somit: Eine Funktion ist genau dann holomorph, wenn
sie sich lokal als Potenzenreihe (mit Konvergenzradien

> 0) darstellen laBt.
110/ 152



Funktionentheorie

Korollar 4.15

Unter den Voraussetzungen von Satz 4.14 gilt: Ist g € H(A)
eine weitere Funktion und stimmen f(")(zy) und g("(z) fiir
alle n € N iiberein, so gilt f = g in der gesamten
Zusammenhangskomponente von A, welche zy enthalt.

Delio Mugnolo

BeWe IS. Funktionenreihen
> Potenzreihenentwicklungssatz fiir f = f(z1) = g(z1) fiir alle
z1 € Be(z(])
> Potenzreihenentwicklungssatz fiir f' = f'(z1) = g'(z1)
> usw: F((z) = g{"(z) fiir alle n e N
» Wiederhole dieses Verfahren: fiir e > 0 so klein, dass
B.,(z1) C A, gilt nun f(z) = g(z2) (samt allen Ableitungen) fiir
alle z € B, (z1) C A
» So kann man jeden Punkt z in der Zusammenhangskomponente
von A erreichen, die zp enthalt.
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BeWelS vom Satz 414 — # 1 Funktionentheorie

Delio Mugnolo
» Es sei p > 0. Cauchysche Integralformel =

_ 1 f(¢)
) = 2ni ygsp(z) -z 9% z€B(=)

> Es gilt aber

1 1 1
= T z—z kti ih
(—z C—21— z:ig Funktionenreihen
1 =/(z—2z\"
= *
—=x(E2) o
o 1 n+1 .,
= Z — Z s
(%) ¢

wobei die Reihe in () konvergiert Dank Quotientenkriterium (da
|z = 20| < |¢ = 2]).

> Somit
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Beweis vom Satz 4.14 — # 2

(Warum gilt (x)? [UA])

27i 8By (20) o (< — ZO)"+1
oo ) 1

oo
Z(z — z9)"an.
n=0

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

O ay ac

f(C) dC Funktionenreihen

By(z0) (€ — 20)™"

> Diese Formel gilt zwar in kleinen Kugeln B,(zo) fiir p > 0, eine
Potenzreihendarstellung bestimmt aber eine Funktion eindeutig

und somit ist die Aussage bewiesen.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

ACC f:A=C

Lemma 4.16
Seien A ein Gebiet und f holomorph. Hat die Menge der Funktionenreihen
Nullstellen von f einen Haufungspunkt in A, so ist f = 0.

Vorsicht! Das Lemma besagt nicht, dass eine holomorphe
Funktion nur endlich viele Nullstellen haben darf — vgl. cos.
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BeWelS vom Lem ma 416 — #1 Funktionentheorie

Delio Mugnolo
> Sei zp € A ein Haufungspunkt von N(f) := {z € A: f(z) = 0}.

> Dank Satz 4.14 gilt eine Potenzenreihenentwicklung

f(z) = Z an(z — 20)", z € By(20),

n=0
fiir p > 0 klein genug.

> 2z HP von N(f) = Vn € N 3 z, € Bi(z0) N N(f) \ {z0}, d.h.
f(zn) = 0 (sogar oco-viele davon).

Funktionenreihen

> f holomorph = f stetig = f(z) = limy— oo f(2,) = 0.
> Aber f(z0) = a0 nach Definition! = f(z) =32, an(z — 20)"

» Auch die Funktion % hat eine Nullstelle in zy und hat die
Potenzenreihenentwicklung

Somit verschwindet (Beweis wie oben!) ihr erster Koeffizient a;.
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Beweis vom Lemma 4.16 — #2

>

Funktionentheorie
Delio Mugnolo
Usw.: a, = 0 fiir alle n € N. Somit ist fjg_(,) = O fiir € > 0 klein

genug.

Anders gesagt: Jeder Hiufungspunkt z von N(f) hat eine offene

Umgebung von Nullstellen, d.h.: die Menge B der Haufungspunkte

von N(f) ist offen.

Auch ist die Menge C derjenigen z € A, die keine Haufungspunkte
von N(f) sind, offen ([Warum? UA])

BN C =0, BUC = A und somit kann man die charakteristische
Funktion

Funktionenreihen

) 1 fallsze B,
1B'A92H{ 0 fallszecC,

definieren.

Da B, C offen sind und A zusammenhangend, kdonnen die Werte
von 1g beliebig weit fortgesetzt werden und somit ist f iiberall
konstant.

Die einzige Mdglichkeit nun, um ein 4 zu meiden, ist dass B = ()
oder C = (). Aber z € B, also ist C = ().

Somit ist A = B, d.h., jedes Element von A ist Haufungspunkt
von N(f). Wie vorher: fig = 0 und somit f = 0.
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Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Anmerkung 4.17

Zur Erinnerung: Genau dann ist eine Menge
zusammenhangend, wenn sie nicht Vereinigung zweier
nichtleerer getrennter Mengen ist.

Funktionenreihen

Damit folgt C = () eigentlich direkt aus der Tatsache, dass
A=BUC, BNC =0 und B, C offen.

Unser Beweis iiber 15 ist deshalb né6tig, weil wir nicht iiber
die obige Charakterisierung zusammenhangeder Mengen
verfiigen.
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Funktionentheorie

Der Identitatssatz fiir holomorphe Funktionen

Delio Mugnolo

ACC, f,g:A—C

Satz 4.18

Sind A ein Gebiet und f, g holomorph, so sind die folgenden
Aussagen 4quivalent.

(a) {z€ A: f(z) = g(z)} hat einen Haufungspunkt in A.
(b) f=g.

(c) f"(z0) = g (z) fiir ein zg € A und alle n € N.

Funktionenreihen

Beweis.

(a) = (b) Wende Lemma 4.16 an ¢ :=f — g an.

(b) = (c) Klar.

(c) = (b) vgl. Korollar 4.15.

(b) = (a) Kilar. O
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AcC, f,g:A—=C

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Korollar 4.19

Seien G ein Gebiet und f,g holomorph.

Gibt es eine Folge (xn)nen C A mit f(xn) = g(x,) Vn € N.
Nimmt die Folge co-viele Werte an und konvergiert sie in A,
soistf =g.

. Funktionenreihen
Beweis.

> lim x, ist Hiufungspunkt der Menge N(f — g) der Nullstellen

n—o0

von f — g.
» Dieser Haufungspunkt befindet sich in A.

» Wende Lemma 4.16 an.

> (Wiirde die Folge nur endlich viele Werte anhnehmen, wire z.B. die
Folge schlieBlich konstant, so kénnte nicht jede beliebig kleine
Umgebung von im xn unendlich viele Punkte von N(f — g) enthalten,
n o0

die zudem unterschiedlich von lim x, sind = kein H3ufungspunkt!)
n—o0o

O
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ACcC,r>0,zcA f:A=C
Beachte: Seien B,(zp) C A und f holomorph. Cauchysche
Integralformel =

f(2)

1 27 f i0
il L_ge)sf(g) do
2mi Jg 2o+ re'’ —z

27 60
r f(zo+re') o
— — 2 '% db B
27 /0 7o + rei? — z° ’ z € Br()

da 0B,(zy) die Parametrisierung

hat.

y~s5:[0,27] 30— z+re’ € C

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Maximumsprinzip
und Gebietstreue
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Die Mittelwerteigenschaft

ACC, r>0,z€A f:A=C

Insbesondere: Seien B,(z) C A und f holomorph. Dann

1 2 .
flan) = 5= [ Flao+re) b

d.h.: der Wert einer holomorphen Funktion in einem zj ist
vollkommen bestimmt durch die Werte aller Punkte, die
Abstand r haben von zp (r klein genug, aber sonst beliebig).

Man sagt: f hat die Mittelwerteigenschaft (MWE).

Funktionentheorie
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Anmerkung 5.1

» Holomorphe Funktionen haben die MWE.

» Summe von Funktionen mit der Mittelwerteigenschaft
haben selber die MWE.

> Ist « € C und hat f die Mittelwerteigenschaft, so hat
af selber die MWE.

> Allgemeiner gilt: harmonische Funktionen haben die
MWE (z.B. Rf, Qg sind nicht holomorph, sind aber
harmonisch und haben somit die MWE).

Funktionentheorie
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A C (C, r > O, Zp € A, f A= (C Funktionentheorie

SatZ 52 Delio Mugnolo
Ist f stetig und hat die Mittelwerteigenschaft und ist ferner

B.(z0) C A, so gilt

Zp)| < max z
o)l <, max 1F(2)
Insbesondere gilt die obige Eigenschaft also, wenn f in einer
Umgebung von A holomorph ist. Maximumsprinzip

und Gebietstreue

Beweis.
Mittelwerteigenschaft =

1 27

1f(20)] < o ), (20 + re’®)| do
‘9 1 27
< f A ==
< e ey [ o
= f
ZGngar)((zg) | (Z)‘
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AcCcC,zeA f:A-C
Allgemeiner gilt:

Lemma 5.3
Hat f die Mittelwerteigenschaft und ist zy € A eine lokale
Maximumstelle fiir |f|, so gibt es € > 0 s.d. f|g () = const.

Korollar 5.4
Seien A ein Gebiet und f € H(A) nicht (mal lokal) konstant.
Ist zy € A eine lokale Minimumstelle fiir |f|, so ist f(zg) = 0.

Beweis.
> Angenommen f(z) #0Vz € A
> Dann 1 € H(A)
> % hat genau dort ein Maximum, wo f ein Minimum hat.

> = f ist lokal konstant wenn |f| ein Minimum (# 0) hat.

Funktionentheorie
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Beweis vom Lemma 5.3 — #1

> Ist f(z) =0, so ist die Aussage klar.

> Ist f(z) # 0, so kann man 0.B.d.A. annehmen, dass

f(20) € (0, 00) (sonst betrachte ¢ € C s.d. |[c| =1 und cf(z) >0
(Warum gibt es ein solches z? [UA]) und arbeite mit cf, das die

MWE hat und |cf(z0)| = |f(20)] erfiillt, statt mit f).

> Sei r > 0 klein genug, dass |f(z)| < f(z) fiir alle z € B,(z0).

» Da f die Mittelwerteigenschaft besitzt, gilt:

1 27 p
F(z0) = ?/o F(20 + pe’®) do

fiir alle p € (0, r].
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Beweis vom Lemma 5.3 — #2

> h:B.(2) > z+— Ref(z) — f(z) € R hat die MWE (laut

Anmerkung 5.1), erfiillt h(z) = 0 und auch

*) h(z) < |f(z)| — f(=0) <0, fiir alle z € B/(z).

> Somit

27 )
0= h(z) = i/ h(zo + pe'®) dbfiir alle p € (0, r].
0

2w

Das Integral der wegen (x) R_-wertigen Funktion h kann nur

dann gleich Null sein, wenn h =0, d.h.

(**) Ref(z) = f(z)  auf B/(2).

Noch z.z.: Ref = f auf B,(z).

> Somit

IF(2)| < |F(20)] = F(20) 2 Re(2)

» Daher Ref = |f|, Imf =0 auf B,(z)

> (xx) = f = f(20) auf B.(z0).

auf Br(zo).
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Das Maximumprinzip

AcCcC,zneA f:A-=C

Satz 5.5
Sei A offen.

(1) Hat f die MWE und ist zy eine lokale Maximumstelle fiir
|f|, so ist f auf Ay, der Zusammenhangskomponente
von A, die zg enthdlt, konstant.

(2) Zudem: Ist A beschrinkt und f € C(A) (insbesondere: f
hat eine stetige Fortsetzung auf den Rand), so hat |f|
eine globale Maximumstelle € OA.

(Vgl. mit konkaven glatten Funktionen R — R!)

Funktionentheorie
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Funktionentheorie

Beweis vom Satz 5.5

Delio Mugnolo
Zu (1):
> Sei M := f~!(f(z)): M ist abgeschlossen. (Da f nicht
notwendigerweise bijektiv ist, kann M mehrere Elemente
enthalten.)
> Es sei € > 0 so klein, dass fig, () = f(20). Dann ist B-(z)
Umgebung von zp in M = M auch offen.
> Lemma 1.19 = M = () (unmdglich, da zp € M) oder eben Maximumsprinzip
M = Ap. und Gebietstreue

Zu (2):
> |f] ist stetig auf einem Kompaktum = |f| nimmt sein globales
max an.

> Befindet sich eine globale Maximumstelle in xo € A, so ist |f| auf
einer Zusammenhangskomponente, etwa Ap, konstant = auch
jedes Element von 0Ao ist Maximumstelle von |f].
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Mit demselben Beweis kann man eine starkere Version des
Korollars 5.4 beweisen.

Korollar 5.6

Seien A offen und habe f die MWE. Ist zg € A eine lokale
Minimumstelle fiir |f| und ist f nicht lokal konstant, so ist
f(Z()) =0.
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AcCcC, f:A—=C

Lemma 5.7

Ist A ein Elementargebiet und f € H(A) mit f(z) # 0 fiir

alle z € A. Dann gibt es h € H(A) mit

Korollar 5.8

Ist f(z) # 0 fiir alle z € A, so gibt es fiir alle n € N H € H(A) mit

f(z) = exp(h(2)).

f(z) = H"(2) zeA

(sog. holomorphe n-te Wurzel)

Beweis.
Betrachte

i) — o (%h(z)) :

Funktionentheorie
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Beweis vom Lemma 5.7

v

vV Vv VY

fTI ist wohldefiniert und auf A holomorph.

Nach Def. von Elementargebiet hat %/ eine Stammfunktion ®.

Es gilt: (222%)" =0 auf A.
= Jc € C mit expo® = cf

¢ # 0 (dann giltnach off exp(w) # 0 fiir alle w € C)
exp : C — C* surjektiv = ¢ = exp(c) fiir ein g € C
Betrachte h: A3z — ®(z) — ¢ € C, da

exp(®(2)) _ exp(P(2)) —f

exp(h(2)) =

exp(co)

Cc

I

z €A

Funktionentheorie
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Gebietstreue holomorpher Funktionen

ACC, f:A=C

Satz 5.9
Ist A ein Gebiet und f € H(A) mit f nichtkonstant, so ist
f(A) auch ein Gebiet.

(Manchmal: Satz iiber die offene Abbildung)

Anmerkung 5.10

Ist hingegen f : R — R diff'bar, so muss 7(R) nicht offen
sein — Beispiel?

Funktionentheorie
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Beweis vom Satz 5.9 — #1

> Stetige Funktionen bilden zusammenhingende Mengen auf
zusammenhangende Mengen ab.

> Somit (Dank Satz 1.20): Stetige Funktionen bilden offene
kurvenzusammenhingende Mengen auf offenen
kurvenzusammenhingende Mengen ab.

> { holomorph = f stetig.
Noch z.z.: f(A) ist offen.

> Sei zo € A, 0.B.d.A. zg = f(z0) = 0 (sonst? [UA]).
» Potenzreihenentwicklungssatz: Entwickle f als Potenzenreihe um 0

o~ a
f(z) = anz" M =:2"h
(z) = anz mZ:oanz z"h(z)
wobei n das kleinste Element von N* ist, mit a, # 0 (wédre n =0,
dann f(0) = ao # 0).
» O.b.d.A.: a, = 1. Denn sonst betrachte f := if: genau dann ist

f(A) offen, wenn f(A) offen ist.

> Dabei ist hjp_ (o) holomorph und # 0, fiir € > 0 klein genug (sonst:
Korollar 4.15 = f = 0). Somit ist 0.B.d.A. a, = 1.
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Beweis vom Satz 5.9 — #2

vV V. VvV VvV VY

o]

f(z)=2" Z amz™ =: 2"h(z)

m=0

Korollar 5.8 = 3 ho mit hf = h
Fiithre fo :=id -ho : z — zho(2) ein.
fo(0) = ho(0) + 0K'(0) = ho(0) = £5(0)" = an # 0
Wende Satz 1.31 auf fy an = fy(A) ist offen...
...und zwar eine offene Umgebung von 0
fo erfiillt
fo(2)" = (zho(2))" = 2"h(z) = f(2), z € B.(0).
Noch z.z.: f = (-)" o fy hat offenes Bild. Dazu reicht es z.z.: (-)"

bildet offene Umgebungen von 0 nach offenen Umgebungen von 0
ab.

In der Tat: p:=(-)": z = rexp(if) — z" = r" exp(inf) =
p(B(0)) = Ber(0).

Funktionentheorie
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Singularitaten

AcCcC,zpeA f:A-C

Definition 6.1

Seien A offen, f : A — C holomorph, zy & A. Gibt es € > 0
s.d. Be(Zo) \ {Zo} C A, so heiBit zg Singularitdt (manchmal:
isolierte Singularitit) von f.

Ist eine Funktion an einem zy nicht C-diff'bar, so kann es
trotzdem sein, dass f : R, p(20) — C holomorph ist, wobei

Rip(z0) ={zeC:a<|z—z| < b}

ein offenes Ringgebiet ist: z.B., wenn f in zy eine
Singularitat hat.
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Hebbare Singularitaten

ACC,zgeA f:A—=C

Definition 6.2

Ist B C C mit AC B, so sagt man, f lasse sich auf B
holomorph fortsetzen, falls es f € H(B) existiert, mit
fia=f.

Definition 6.3

Ist A offen und zy eine Singularitadt von f, so heiBt zy

>

hebbar, falls f sich auf AU {zy} holomorph fortsetzen

14B8t;

ein Pol, falls fiir alle (z,)neny C A aus lim z, = zy folgt
n—oo

Tim [f(zn)| = oo;

wesentlich, falls zo weder hebbar noch ein Pol ist.
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Anmerkung 6.4

Sei f: A\ {2} — C holomorph.
Dann: zj ist ein Pol von f < 3g € H(A) mit g(z) # 0 und
dn € N* s.d.
f(z) = EE)_
(z— z)"

Das kleinste solche n heiBt Ordnung des Pols.

Funktionentheorie
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Beispiel 6.5

> Ist A:=C", so ist 0 eine hebbare Singularitit von
f: A2z %22 € C: Setze f durch 1 fort. (Vorsicht! Die
Bedingung g(zp) # 0 ist notwendig in der vorigen Anmerkung,
sonst wire z.B. in diesem Fall 0 ein Pol.)

> Ist A:=C", soist 0 ein Pol n. Ordnung von
f:A>z— z "eC, fiiralle n € N.

> z > exp(2) ist holomorph auf C*, wihrend 0 eine wesentliche
Singularitat ist: Denn fiir x, := i gilt lim x, = 0 aber
n

— 00

exp (%) = exp (?) = exp(—in) /4 o
= 0 ist kein Pol; und auch keine hebbare Singularitdt, denn sonst
sollte die Funktion holomorph (und insbesondere stetig)
fortsetzbar sein.
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AcCcC,zpeA f:A—=C

Satz 6.6 (B. Riemann 1851)

Ist f € H(A) und zy eine Singularitit, so sind folgende
Aussagen aquivalent.

(a) f I&Bt sich holomorph auf AU {z} fortsetzen.
(b) f laBt sich stetig auf AU {zy} fortsetzen.

(c) f ist auf einer Umgebung von zy beschrankt.

Funktionentheorie
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Beweis vom Satz 6.6 — #1

> (a) = (b) = (c) klar: ist 7 Fortsetzung von f auf B,(z), so ist f
auf dem Kompaktum B (z) stetig und somit beschrénkt.

» Betrachte

h:z»—){

(z— zo)2f(z),

0,

z # 29,

Z = 20,

welches sowohl in B(z) \ {z0} als auch in zy C-diff'bar ist: Denn

= lim

z— 2

(z = 20)*f(2)

Z— 2

= lim (z—2)f(z) =

z—27p

> Somit ist h € H(B,(z0)): Betrachte seine Potenzreihenentwicklung

h(z) = Z a,z" = Z aniaz™?

(da h(z0) = H'(20) = 0).

neN

neN

Funktionentheorie
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Beweis vom Satz 6.6 — #2

> So gilt

f(z) = h(z Z an22", z # 7.

Z - 20)2 neN

> Eine/die gesuchte holomorphe Erweiterung von f ist somit

f:z+— E ani2z".

neN

Funktionentheorie
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Funktionentheorie

Satz 6.7 (P.A. Laurent 1841)

Delio Mugnolo

Es sei f : R, p(20) = C holomorph. Dann laBt sich f

darstellen V.

o
f(z) = > an(z—2)" firalle z € Ry (),
n=—00
Diese Laurentreihe ist eindeutig bestimmt durch
_ 1 f(<) . N
an ‘= % il W d¢ fiir alle p € (a7 b), neZ. f::jgr::ftr;ii‘:;:l;md

lung

Diese Reihe konvergiert in R, p(zy) normal.

(Ohne Beweis)

Dass die Laurentreihe normal konvergent ist, bedeutet, dass sowohl

(o) o0
>~ an(z — z0)" als auch >~ a_,(z — zp)~" normal konvergieren.
n=0 n=1
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Meromorphe Funktionen

ACC,f:A—= CU{c0}

Definition 6.8
f heiBt meromorph, falls es Ay C A gibt, so dass

> Ao keine Haufungspunkte hat
> fo := fia\a, (C-wertig und) holomorph ist und
» jedes Element von Ay Pol von fy ist.

Ao heiBt somit Polstellenmenge von f — Bezeichnung:

P(f) := Ao = f ' ({c0})

Funktionentheorie
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Funktionentheorie

Meromorphe Funktionen sind Quotienten
holomorpher Funktionen

Delio Mugnolo

AcCcC, f:A—=C

Satz 6.9
f ist genau dann meromorph, wenn 3Ay C A mit

» f ist holomorph auf A\ Ao und
> fiir jedes zy € Ag Je > 0 so dass B.(zp) C A und Singularititen und

Laurententwick-

Jdg, h € H(Bc(z)) s.d. lung

f= % auf B.(z0) \ {20}

(Ohne Beweis)
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Beispiele

» Holomorphe Funktion sind (trivialerweise) meromorph.

> Zz > % ist meromorph.

> Allegemeiner: z — gg)) ist meromorph auf ganz C,

wobei P, @ Polynome vom Grad m bzw. n, m;n € N.

» I ist meromorph auf ganz C (vgl. Ubungsblatt # 5)

> Da 0 eine wesentliche Singularitit von f : z s exp(2)
ist, ist f auf ganz C nicht meromorph — aber auf C*.

> log ist auf ganz C nicht meromorph, da sie nur auf
C \ R_ holomorph ist, und R_ ja Haufungspunkte hat.

Funktionentheorie
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Beispiel 6.10

> Ahnlich definiert man Holo- bzw. Meromorphie fiir C/-wertige
Funktionen, d € N, bzw. fiir allgemeine normierte Radume iiber C

> |st A eine Hermitesche Matrix, so gibt es U unitdre Matrix so,
dass UAU™! = D ist, wobei

A1 0
A2
D = ,
0 Ad
wobei A1, ..., Ay die Eigenwerte von A sind.

> = Ald—A=U"*(\ld—D)U und
)\—IA1 0
(Ald—A)t=U"t _ U

1
0 P

und F: C 3> A (Ald —A)~! € My(C) ist meromorph. Alle und
nur die Eigenwerte von A sind Pole von F.
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Das Residuum
ACC, f: A—C, zyg € A Singularitat von f

Definition 6.11
Wird f in eine Laurentreihe

(e}

f(z)= ) an(z—2)",

n=—oo

entwickelt, so heiBt a_; Residuum von f in zy (Res(f, zp)).

Beispiel 6.12

Satz 6.7 =

1 1 f(¢)
— f({)dz = — ——>———dz=a_1 = Res(f, z).
27 9Bc(z0) ( ) 27 9Bc(z0) (Z — 20)1_1 ( )

Somit: zo hebbar und daher f : A — C holomorph = Res(f,z) =0
(dank Cauchyschem Integralsatz).
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Definition 6.13
Sei v eine geschlossene Kurve mit kompaktem Bild, deren
Parametrisierungen stetig diff'bar ist. Dann heiBt fiir

20 ¢ Bild(7)

1 1
(1 20) = g

die Windungszahl von ~ bzgl. zj.
Ist A C C und Bildy C A, so heiBt v nullhomolog in A,
falls w(v, z0) = 0 fiir alle zy € AC.

Anmerkung 6.14

» w(v,2) € N fiir alle geschlossenen (nicht unbedingt
einfachen!) und stiickweisen C! Kurven v und alle
zp & Bild(7).

» Jede geschlossene und stiickweise C! Kurve in C ist
trivialerweise nullhomolog.
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Funktionentheorie
Delio Mugnolo
ACcC, f:A-=C
Lemma 6.15
Seien m € Z\ {0}, p > 0, zy € C. Sei 4™ die Kurve, die z.B.
durch die Parametrisierung

rm 1 [0,27] 3 s — zy + pexp(imf) € C

gegeben ist. Dann gilt

Singularitdten und
Laurententwick-

0 falls Z1 g Bp(zo)7 lung
m falls z; € B,(z),

w(§"™, 21) =

(Ohne Beweis)
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AcC, f:A=C
Lemma 6.16

Seien A offen und f € H(A). Ist v nullhomolog in A, so gilt

27r/ C — zo

und

/

= w(v, 20)f(20)

f(¢)d¢ = 0.

fiir alle zy ¢ Bild(7)
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Der Residuensatz

Theorem 6.17

A C C, Ag eine Teilmenge von A ohne Haufungspunkte und
f: A\ Ag — C holomorph. Sei v eine geschlossene Kurve so,
dass Bildy C A\ Ag. Ist v in A nullhomolog, so gilt

1

27 5

f(Q)d¢ = Z Res(f, z)w(vy, z).

z€Ap

(rechts: nur endlich viele Summanden).
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Beweisskizze

> Ao ist unter diesen Voraussetzungen endlich.

> = Fall von einer Kurve, die aus N (nichtzusammenhingenden)
Kreislinien 71, ...,yn um die Singularitdten besteht.

// \\?’\
o\

» Ahnlich ersetzt man v durch 5™, ...,5™ wenn ~ die wesentliche
Singularitit z; m;-Mal umwindt (vgl. Lemma 6.15)

» Um jede wesentliche Singularitdt z kann man wie folgt das
Kurvenintegral entlang ; ausrechnen: Laurentreihe =

Funktionentheorie

Delio Mugnolo

Singularitdten und
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fwf@)dc fzck(g_z, chyg a) e

" k=—o0 k=—o00

29

O

671% (¢ — )7t d¢ °2° Res(f, z))2miw(3™, z:).
i
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