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1 Motivation und weitere Bemerkungen

Im Vortrag habe ich mich letztlich auf kompakte Quantengruppen beschrinkt. Beim Beginn der Ausar-
beitung war mir nicht klar, dass das Ziel lokal kompakte Gruppen einzufiihren, etwas hoch gegriffen war.
Deshalb sind in dieser Ausfiilhrung teilweise starke Tendenzen in Richtung dieser Theorie.

Diese ,,Ausarbeitung* ist nur als Ansatz zum Verstiandnis der Quantengruppen gedacht. Es fehlen wichtige
Grundlagen, wie die Quantenversion von Peter-Weyl, Darstellungstheorie von Quantengruppen und die
(wirklich nicht trivialen) Morphismen von Quantengruppen. Zudem habe ich keinen Beweis ausgefiihrt,
welcher nicht im Vortrag vorkam oder vorkommen sollte und ich nicht rechtzeitig bemerkt habe, dass
dies zeitlich nicht zu machen ist.

Dieses Dokument ist aus verschiedenen Quellen zusammengestellt worden. Manche Teile habe ich aus dem
Kopf geschrieben oder einen Beweis verfasst ohne dafiir einen Beweis gesehen zu haben. Deshalb kénnen
einige Dinge sehr umstéindlich bewiesen und aufgeschrieben sein, oder im schlimmsten Fall sind noch
inhaltliche Fehler vorhanden. Ich habe noch keine Literatur zusammengestellt. Man halte sich einfach an
die entsprechenden Artikel und Biicher zu (lokal) kompakten Quantengruppen (diese findet man schnell
iiber die Suchmaschine der Wahl). Auch Referenzen innerhalb des Dokuments sind spérlich bis nicht
vorhanden.

1.1 Mathematische Eleganz

Unser Ausgangspunkt ist die Pontryagin Dualitdt. Nach diesem Resultat hat jede lokal kompakte abel-
sche Gruppe eine duale Gruppe, welche mit Recht so bezeichnet wird. Dies soll heifen, dass das Bidual
wieder kanonisch isomorph zur Gruppe selbst ist.

Etwas formaler bedeutet dies, dass es einen kontravarianten Funktor
TileA 5 lcA G G

gibt, sodass * natiirlich dquivalent zur Identitét ist.

Das Ziel ist es nun die Pontryagin Dualitit auf nicht abelsche lokal kompakte Gruppen auszudehnen.
Man kénnte vermuten, dass man dazu den Weg von Peter-Weyl weiter verfolgt. Dieser hat aber den gewal-
tigen Nachteil, dass das Dual einer kompakten Gruppe nicht wieder eine Gruppe ist. Aus etwas abstrak-
tem Unsinn wird schnell klar, dass das Dual einer nicht-abelschen Gruppe keine topologische Gruppe sein
kann. Man muss sich also um eine grofsere Klasse von abelschen Gruppen bemiihen. Ein wichtiger Schritt
zu einer selbstdualen Theorie (d.h. in der Theorie gibt es eine Pontryagin Dualitét) sind die kompakten
Quantengruppen von Woronowicz. Diese Theorie enthielt aber bereits deutlich mehr als die kompakten
Gruppen und die Duale zu diskreten Gruppen. Man konnte in diesem Zusammenhang auch deformierte
Gruppen (siehe ,Mogliche Physikalische Bedeutung und Namensgebung®) betrachten. Objekte, die aus
der Deformation von Gruppen entstehen, nennt man aus naheliegenden Griinden Quantengruppen. Zu
dem Zeitpunkt war dann die Zielsetzung bereits deutlich hoher. Man wollte eine Theorie, die moglichst
auch alle Quantengruppen umfasst und eine Selbstdualitdt aufweist.

Dies gelang in sehr vielen Einzelschritten und fiihrt dann zu der durch Johan Kustermans und Stefaan
Vaes eingefiihrten Axiomatisierung von lokal kompakten reduzierten C*-algebraischen Quanten-

gruppen.

1.2 Bildverarbeitung

In der Bildverarbeitung ist eines der wichtigsten noch aktuellen Probleme die Extraktion von Informa-
tionen unabh&ngig von Bewegung, Skalierung und Drehung. Das Ziel ist es hier die Effektivitdt von
Lernenden Systemen zu erhdhen. In der Praxis soll beispielsweise ein Roboter lernen Stiihle (nicht nur
einen bestimmten) zu erkennen. Momentan lernt der Roboter allerdings nicht nur den Gegenstand zu
erkennen, sondern auch alle bewegten, skalierten, und gedrehten Stiihle. Der Roboter lernt also unnéti-
gerweise auch die Symmetrie mit. Dies bedingt einen erheblichen Mehraufwand beim Lernen. Und gerade
das Lernen gestaltet sich als mithsam und scheitert oft an einer zu kleinen Datenbasis (Lernen ist Ver-
allgemeinerung von Beispielen. Muss die Symmetrie gelernt werden, so benotigt dies entsprechend mehr
Beispiele).
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Idealerweise soll der Roboter 3D-Modelle lernen. Doch davon ist man noch ziemlich weit entfernt. Das
néchste Ziel ist meines Wissens zumindest die 2D-Rotationen, Bewegungen und Skalierungen anzugehen.
Dazu versucht man die Bildinformation von der Symmetrie zu trennen. Dies geschieht momentan auf
Basis einer Reihe von Approximationen und (unbewiesenen!) Annahmen. Zentrale Rolle spielt dabei die
Theorie der lokal kompakten nicht-abelschen Gruppen.

Die Skalierung ist dabei bis heute nicht gegliickt mit zu integrieren. Grund ist, dass die Symmetrie in
der Praxis nicht von einer Gruppe, sondern von einem Gruppoid stammt. Die notige Approximation ist
dadurch bedingt, dass man erst seit kurzem eine Theorie der lokal kompakten nicht-abelschen Gruppen
hat. Solange musste man diese Gruppen durch kompakte approximieren.

1.3 Madgliche Physikalische Bedeutung und Namensgebung

Dazu miissen wir etwas ausholen. Wir beginnen mit etwas Quantenmechanik. Die Frage ist, wie man von
der klassischen Physik zur Quantenmechanik kommt. In der klassischen Physik ist eine messbare Grofse
nichts anderes als eine Funktion von Ort und Impuls des betrachteten Teilchensystems. In der Quantenme-
chanik sind dies allerdings selbstadjungierte Operatoren auf einem Hilbertraum. Wie kommt man nun von
dem einen zum anderen? Das erste, was einem ins Auge fillt, ist, dass die Verkniipfung von Operatoren
nicht kommutativ ist. Die Multiplikation von Funktionen aber schon. Man muss also die Kommutativitét
aufgeben. Diesen Prozess bezeichnet man als Deformation (von C*-Algebren). Weil man aber von einer
kommutativen Welt nur gewisse Verallgemeinerungen zulésst, wird die Nicht-Kommutativitit auch nicht
wzu wild“. Wenn man Entsprechendes (was aber bisher nicht gelungen ist mathematisch auch konsistent zu
formulieren) auf Felder anwendet, so kommt man zur Quantenfeldtheorie. Glaubt man daran, dass man
in diesem Rahmen die Welt beschreiben kann, dann ist die zentrale Aufgabe die Symmetriegruppe der
physikalischen Gesetze zu finden. Es hat sich aber schnell herausgestellt, dass wahrscheinlich der iibliche
Begriff der topologischen Gruppe nicht geniigt. Man benétigt eine gewisse Art von Nicht-Kommutativitét
in der Topologie.

Momentan reduziert sich die Suche nach dieser Symmetrie aber auf einen sehr relaxierten Fall (Super-Lie-
Gruppen). Aber warum sollte denn nicht (alles andere ist ja schon quantisiert) nicht auch die Symmetrie
zu quantisieren sein? Streng genommen fiihrt dies dann zu Superquantengruppen, was aber keine
wesentliche Verallgemeinerung von Quantengruppen ist (ihnlich wie der Ubergang von Vektorriumen
zu Supervektorriumen aber ganz im Gegensatz zum Ubergang von Lie-Gruppen zu Lie-Supergruppen).
Momentan ist dies zwar eine nette Idee. Aber es stellt sich heraus, dass die Konstruktion von Quan-
tengruppen jenseits der momentanen Mdoglichkeiten liegt. Es fehlt im Grunde (und dies ist ein offenes
Problem!) die Existenz von ,Haarmafsen” unter geeigneten Annahmen. Dieser Defekt macht momentan
die Konstruktion von Quantengruppen so schwierig. Ein weiteres Problem (hier kenne ich wieder den
Stand der Dinge nicht) ist ein geeigneter Ersatz fiir das Noether-Theorem in der Lagrange-Theorie der
Felder.

Aus dieser Richtung kamen wohl (wie so oft) die meisten Impulse. Der Quantisierungsprozess lieferte schon
vor der Entstehung der Theorie Beispiele. Man hat im Grunde um Beispiele herum eine Theorie entwickelt.
Eines dieser ersten Beispiele werden wir weiter verfolgen. Der Name ,,Quantengruppe” leitet sich aus dieser
Begebenheit ab, dass man schlicht deformierte lokal kompakte Gruppen in einer selbstdualen Theorie
einbetten wollte.
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2 Nicht-kommutative Topologie und kompakte Quantengruppen

2.1 Entwicklung eines Nicht-kommutativen Worterbuchs

Wir wollen hier an das Theorem von Gelfand-Naimark erinnern. Nach diesem ist jede abelsche C*-
Algebra isomorph zu Cy(X) fiir einen lokal kompakten Hausdorfl-Raum X . Dieser ist genau dann
kompakt, wenn die Algebra unitér ist. Die Idee der Nicht-kommutativen Geometrie besteht nun darin
bekannte topologische Dinge in die Sprache der abelschen C*-Algebren zu iibersetzen. Wenn wir diese
auch auf nicht-abelsche Algebren ausdehnen kénnen haben wir eine Art Erweiterung der Topologie in
einem nicht-kommutativen Rahmen gefunden. Dieses Prinzip - die Entwicklung des Worterbuches - ist
nun der Anhaltspunkt der Verallgemeinerung der lokal kompakten Gruppen. Ziel ist es fiir diese ein
Analogon in der nicht-kommutativen Welt zu finden. Dieses Analogon wird dann Quantengruppe heifsen.
Bis dahin ist aber viel Arbeit zu tun. Mit einer lokal kompakten Gruppe assoziieren wir nicht nur die
Topologie und das Gruppengesetz, sondern auch eine besondere Maftheorie. Diese muss auch in einen
neuen Rahmen gegossen werden. Die Mafstheorie ist in der Tat das, was die meisten Probleme macht. Es
ist bis heute nicht klar, ob sich dies automatisch ergibt, oder gefordert werden muss.

Wir haben damit die ersten beiden Eintrige der folgenden Tabelle gefunden. Dabei ist die Tabelle so zu
lesen, dass es immer eine Bijektion (Mitte - eventuell modulo Isomorphie!) von lokal kompakten Rdumen
mit den links genannten Begriffen und den abelschen C*-Algebren mit den rechts genannten Begriffen
gibt.

Topologie Ubersetzer C*-Algebren
lokal kompakter Hausdorff- | X ~» Cp(X) abelsche C*-Algebra
Raum
kompakter Hausdorff-Raum X ~ C(X) abelsche unitire C*-Algebra

unitdre abelsche C*-Algebra
ohne nicht-triviale Projektio-
nen

unitérer x-Homomorphismus

zusammenhingend und kom-
pakt

f: X =Y~ (CY)>9r
gof e CX))

stetige Abbildung kompakter
Réaume

stetige Abbildung f: X =Y ~ (Co(Y) 5 g — | Morphismus
go f e Cb(X ))

Punkt z~ (C(X)> f— f(x) €C) Charakter

Punkt z~{f: flx)=0} maximales modulares Linkside-
al

Konvergenz von Punkten Punktweise Konvergenz von
Charakteren

Produktraume X XY ~ Cp(X) ®Co(Y) Tensorprodukt

Produktabbildung fxg~f®g Tensorprodukt von Morphis-
men

endliche positive Radonmafse pw~ [ -du positive Funktionale

positive Radonmafke p~ [ dp Gewichte

Produkt endlicher positiver Ra- | u X A~ f®g Tensorprodukt positiver Funk-

donmafe tionale

lokal kompakte Halbgruppe H ~ (Co(H),AR) C*-Bialgebra

kompakte Gruppe H ~ (Cy(H),An) kompakte Quantengruppe

lokal kompakte Gruppe H ~ (Co(H),Apn) Quantengruppe nach Worono-

wicz

lokal kompakte Gruppe

lokal kompakte C*-algebraische
reduzierte Quantengruppe

Dass die ersten beiden Eintrage tatséchlich Bijektionen modulo Isomorphie (Injektivitét ist nicht klar,
Surjektivitit ist Gelfand-Naimark) sind, haben wir nicht gezeigt. Dies wird sich aber automatisch ergeben
(wenn wir die Bijektion der stetigen Abbildungen erreicht haben). Der Vollstindigkeit halber wird dies
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aber hier bewiesen. Der Beweis kann aber nicht ausgelassen werden, weil wir aus ihm ein wichtige
Korollare ableiten.

Satz 1. Es seien X,Y zwei lokal kompakte Hausdorff-Raume. Ist Co(X) ~Co(Y) , soist X ~Y .

Beweis. Es sei Q das Gelfand-Spektrum von Cy(X) . Wenn wir zeigen, dass  ~ X ist, dann haben
wir die Behauptung bereits erfiillt. Dazu geben wir uns eine Abbildung

X—=>Q - (xe:Co(X)> f= f(x) eC)

vor. Wir zeigen zuerst, dass diese Abbildung bijektiv ist. Injektivitit ist nach dem Lemma von Urysohn
einfach. Die Surjektivitét ist etwas kniffliger. Sei dazu x ein Charakter. Dann ist aber m = ker y ein
maximales Ideal in Cp(X) . Dieses ist abgeschlossen und eine x -Unteralgebra von Cy(X) . Nach Stone-
Weierstraft muss es dann einen Punkt x geben mit f(x) =0 fiir alle f € m (wenn dies nicht gelten
wiirde, dann trennt m alle Punkte - Idealeigenschaft ausnutzen!). Damit ist aber m im echten Ideal
{f €Co(X): f(z) =0} enthalten. Es sind also die Ideale identisch. Es gilt also x(f) =0< f(z)=0.
Wie man leicht sieht ist aber damit Ay, = x firein A € C.Seinun f € Cy(X) beliebig mit f(x) #0,
dann folgt
AXF2) = N (f2) = M ()2 = (P2 = x(f2).
Da x(f?) #0 ist, folgt A =1 und damit die Surjektivitit.

Wir miissen nun zeigen, dass dies ein Homdomorphsimus ist. Zuerst zeigen wir die Stetigkeit. Sei (x;)icr
ein Netz, welches gegen x € X konvergiert. Dann folgt auch f(z;) — f(z) fiir alle Cy(X) . Also
konvergieren x,, gegen x. in der schwach*-Topologie.

Nun zur Stetigkeit der Umkehrfunktion. Es konvergiere x,, — xs . Das bedeutet, dass f(x;) — f(x)
fiir alle f € Co(X) gilt. Da man aber Funktionen konstruieren kann, die auf = den Wert 1 haben und
auferhalb einer Umgebung den Wert 0 , folgt auch x; — = . Damit sind wir fertig. O

Aus dem Beweis folgen die beiden Korollare.

Korollar 2 (Punkte). Fs sei X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum. Dann entsprechen sich bijektiv
die Menge der mawximalen modularen (d.h. es gibt ein w € A mit a —au € m fir alle a € A . Dabei
nennt man u auch das rechte unitire Element) Linksideale, die Menge der Punkte aus X wund die
Menge der Charaktere.

Korollar 3 (Konvergenz). Es konvergiert (x;);cr genau dann gegen = , wenn x,, in der schwach*-
Topologie gegen x. geht.

Man beachte, dass man zwei mogliche nicht-kommutative Verallgemeinerungen von Punkten gefunden
hat. Man muss nun immer die addquate Version wihlen. Eigentlich ist die Version mit den maximalen
Idealen besser. Aber fiir unsere Belange reicht die mit den Charakteren. Dies macht keinen Unterschied
fiir das, was wir betrachten. Zu letzterem haben wir mehr gemacht. Deshalb verfolgen wir das weiter. Fiir
das weitere vollig unwichtig, aber eine gute Gelfand-Gymnastik ist das folgende Lemma, dessen Beweis
dem Leser iiberlassen werden soll.

Lemma 4 (Zusammenhang). FEs sei X ein kompakter Hausdorff-Raum. Dann ist X genau dann
zusammenhdingend, wenn C(X) keine nicht-triviale Projektion (d.h. ein p # 0,1 mit p* =p = p? )
besitzt.

Das entsprechende Resultat gilt fiir lokal kompakte Riume nicht. Daran sieht man, dass man in dem
Fall vorsichtiger sein muss, wenn man etwas nicht-kommutativ machen will. Deshalb beschrénkte sich der
Vortrag auch auf den unitiren/kompakten Fall. Dieser kann einige technische Schwierigkeiten umgehen.

2.2 Intermezzo: positive Elemente

Wir haben uns einem kleinen Intermezzo unterzuordnen. Wir beginnen mit einem kleinen Resultat.

Theorem 5. FEs sei A eine C*-Algebra und a € A ein selbstadjungiertes Element (d.h. a* = a ).
Dann sind dquivalent:
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i. o(a) CRT.
ii. |la—t| <t firein t>|al .

it |la—t| <t firalle t > |a .
Man beachte, dass man Teile der Aussage in A"" zu verstehen hat.

Beweis. O.E. kann man A als unitir auffassen. Weiter ist die von a erzeugte unitire C*-Algebra
C*(1,a) abelsch und damit ist C*(1,a) ~ C (X) mit X = o(a) . Es ist nun die Aquivalenz der ersten 3
Aussagen offensichtlich. Man kann ndmlich a mit einer stetigen Funktion f:X — R identifizieren. [

Definition 6 (positive Elemente). Ein Element a € A heifit positiv, wenn es selbstadjungiert ist und
eine der dquivalenten Eigenschaften aus Theorem [5| erfiillt. Die Menge der positiven Elemente bezeichnet
man mit AT . Weiter schreiben wir a < b, genau dann wenn b —a € AT ist.

Lemma 7 (Bedeutende Eigenschaften). Es sei A eine C*-Algebra. Dann gilt
i. Es sei a € At dann gilt f(a) € (A" fiir positive f € C(o(a)) .
ii. Fir a € A gibt es eindeutig bestimmte selbstadjungierte b,c € A mit a =b+ic.

iii. Fiir selbstadjungierte a € A gibt es eindeutig bestimmte a,,a_ € AT mit a = ay —a_ und
ara_ =0.

. Fiir jedes a € AT gibt es ein eindeutiges b € AT mit a = b? .
v. Fiir jedes a € A ist aa™ positiv.
vi. Fiir beliebiges a € A und b > c gilt aba* > aca® .
vit. Ist a,b€ AT, soist a+be AT .
viti. Gilt 0<a <b und sind a,b invertierbar, so gilt auch b~! <a~'.
Beweis. Die Aussagen i. und ii. sind offensichtlich. Die néchsten beiden Aussagen sind einfach, wenn
A= Cy(X) ist, also wenn A abelsch ist. Im allgemeinen Fall geht man wie folgt vor:

Um die Existenz in iii. und iv. zu beweisen kann man sich auf die abelsche C*-Algebra C*(a) zuriickziehen
(dort wurde es schon bewiesen). Die Eindeutigkeit von iii. bzw. iv. zeigt man in der abelschen C*-Algebra
C*(a,a4,a_) bzw. C*(b) = C*(b,a) (nach Vorbemerkung ist dies bereits gezeigt).

Wir beweisen nun noch Eigenschaft vii. Dies ist einfach, weil
latb— 2] < fla— ] +[lp—t] <2t

fiir grofe ¢t € R folgt.

Weil die Eigenschaft vi. direkt aus iv. und v. folgt und viii leicht aus vi. abgeleitet werden kann, ist noch
v. zu zeigen. Dies ist etwas aufwandiger.

Wir zeigen zuerst, dass o(ab)\{0} = o(ba)\{0} gilt. Wie man leicht sieht, reicht es 1 € o(ab) < 1 €
o(ba) zu zeigen. Es sei ab—1 invertierbar mit der Inversen ¢ . Dannist bca—1 die Inverse zu ba—1 .

Als néchstes zeigen wir, dass falls aa* <0 ist, dann ist ¢ = 0. Wenn aa* <0 ist, dann gilt a*a <0
wegen o(aa*)\{0} = o(a*a)\{0} . Wir kdnnen a = b+ic schreiben mit b,c selbstadjungiert. Dann ist
aber aa*+a*a = 26>+2¢% > 0 und somit aa* = 2b2+2c¢2—a*a > 0 . Damit ist aber ||a||> = r(aa*) =0 .

Nun konnen wir die Behauptung zeigen. Es sei a € A beliebig. Weil aa™ selbstadjungiert ist, kann man
aa* =d—e mit ed =de =0 schreiben fiir positive d,e . Wir betrachten f = ea . Dann gilt

ff* =ecaa*e =e(d—e)e=—e* <0.

Damit folgt f = 0 nach dem vorher Gezeigten. Dann folgt aber aus —e? = fa* = 0, dass e = 0
ist. O

Satz 8 (Existenz einer positiven Approximation der Eins). Es sei A eine C*-Algebra. Sei A die Menge
der positiven Elemente mit Norm < 1 und < die in diesem Abschnitt eingefiihrte Ordnungsrelation.
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Dann ist (A, <) eine gerichtete Menge und (ax)xen ein Netz, welches

lim aay = a
AEA

fiir alle a € A erfillt. Dabei ist ay = X fiir alle A € A .

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass dies eine gerichtete Menge ist. Dafiir miissen wir nur zeigen, dass es zu
a,be A ein ce A gibt mit a,b <c¢ (die Norm < 1 Bedingung ldsst uns noch Raum nach oben). Wir
betrachten

e=a(l—a)"t € A", f=b1-b)""ec A"

Seinun c=(e+ f)(1+e+f)"'eA.Esgiltnun a=e(l+e) ' <(e+ f)(1+e+ f)~t=c, weil aus
l+e<l+(e+f) auch (1+e)"' > (1+(e+ f))~! und damit
e(l4+e)'=1-(1+e) ' <11+ (e+f) ' =(e+fHl+e+ )"

folgt. Entsprechend folgt auch b < c.

Wenn die Algebra abelsch ist, dann ist die restliche Aussage offensichtlich. Sei nun a € A (das reicht zu
betrachten!), dann kann man @ durch ein aaey) (sagen wir mit einem Fehler < € ) approximieren. Dazu
hat man nur C*(a) C A zu betrachten (diese ist abelsch!). Sei nun p > A . Dann ist aber

1 1 2
b1 -] =

o1 = w)? < |

weil (1 —p),a <1 gilt. Weiter ist aber

Dann gilt aber

Dies war dann aber die Behauptung. O

2.3 Nicht-kommutative stetige Abbildung
2.3.1 Stetige Abbildung auf kompakten Raumen

Wenn unser topologischer Raum kompakt ist, also unsere C*-Algebra A unitér ist, dann sind viele
Dinge wesentlich einfacher. Wir wollen uns mit diesem Fall nur kurz beschéiftigen. Um unseren nicht-
kommutativen Eintrag zu erhalten reicht das folgende Theorem.

Theorem 9 (Stetige Abbildungen). Es seien X,Y kompakte Riume. Dann entsprechen sich die uni-
taren * -Homomorphismen von C(Y) — C(X) . Dabei wird einer stetigen Abbildung f: X — Y der
folgende unitdre * -Homomorphismus zugeordnet

Cf)y: CY)—=C(X) g—gof.

Weiter gilt C(f o f) = C’(f) o C(f) fiir stetige Abbildungen f:Y — Z wund f:X->Y.

Beweis. Der Zusatz ist einfach. Wir zeigen deshalb nur, dass die oben definierte Zuordnung f — C(f)
wohldefiniert und bijektiv ist.

Zur Wohldefiniertheit ist nur zu bemerken, dass man leicht nachrechnet, dass dies ein unitdrer -
Homomorphismus ist. Hier braucht man schon, dass X kompakt ist. Sonst muss man mit Cy(X)
arbeiten. Dann ist nicht mehr klar (und auch i.A. falsch), dass C(f)g wieder im Unendlichen verschwin-
det.

Gegeben seien stetige Abbildungen f, f mit c(f) = C(f) . Es sei nun x, die Punktauswertung in
einem Punkt z € X . Dann ist, wie man leicht sieht x, o C(f) die Punktauswertung in dem Punkt
f(z) . Damit ist aber

Xf(z) = Xa © C(f) = Xa 0 C(f) = Xf(a)-
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Es gilt also f(z) = f(x) fiir alle z € X . Dies zeigt die Injektivitét.

Die Surjektivitit geht dhnlich. Es sei ¢ : C(Y) — C(X) ein beliebiger unitérer * -Homomorphismus.
Dann ist y,p fiir einen Punkt = € X (und x, die zugehorige Punktauswertung) wieder ein -
Homomorphismus. Dieser verschwindet nicht (1 € A und ¢(1) = 1 wird hier ben&tigt!). Damit ist
Xz © @ = Xf(z) fiir einen eindeutig bestimmten Punkt f(z) €Y . Wir definieren nun

X =Y o0 f(a).

Diese Abbildung ist stetig. Sei dazu (z;);c; ein Netz von Punkten aus X , welches gegen ein x € X
strebt. Dann geht x,, punktweise gegen x, . Damit geht auch x., o¢ punktweise gegen x.o¢ . Also
nach Definition geht damit xj(,,) punktweise gegen Xy(,) . Dies bedeutet aber, dass f(z;) gegen f(x)
geht. Also ist f stetig. Es ist damit aber

fiir alle « € X . Damit folgt sofort die Surjektivitdt der Abbildung. O

Mit anderen Worten ist iiber den Funktor C' die duale Kategorie der kompakten Riume dquivalent
zur Kategorie der unitdren C*-Algebren mit den unitdren * -Homomorphismen. Damit ist sowohl das
Theorem von Gelfand-Naimark als auch dieses Theorem und der Satz [T] gekapselt in dieser Aussage.

Auf nicht kompakten Riumen sieht die Situation ganz anders aus. Dies wollen wir hier verfolgen.

2.3.2 Multiplieralgebren

Definition 10 (Adjungierbar). Es sei A eine C*-Algebra. Eine Abbildung 7 : A — A heift adjun-
gierbar, falls esein S: A — A mit
S(a)*b=a*T(b)

fir alle a,b € A gibt.

Man bezeichnet S (welches eindeutig durch T bestimmt ist) auch mit 7 . Man kann leicht sehen,
dass T eine A-lineare Abbildung ist. Weiter sieht man sofort, dass T stetig ist und 7™ adjungierbar
ist.

Definition 11 (Multiplieralgebra). Es sei A eine C*-Algebra. Dann definiert
M(A):={M: A— A: M adjungierbar.}

mit den kanonischen Operationen und der kanonischen Norm eine C*-Algebra. Man nennt M(A) die
Multiplieralgebra von A.

Das einzig schwierige ist die C*-Identitdt nachzuweisen. Dazu sei M € M(A)

1M = Sup [Mall* = Sup (Ma)*Mal| = Sup [(M*Ma)*al| < Sup [M*Mal| = [[M*M],
al||=1 al|=1 al||=1 al|=1

was automatisch ||[M||?> = ||[MM?*|| impliziert. Uber die Identifizierung von a € A mit M, : A — A,
wobei M, (b) = ab ist, wird A eine Unter-C*-Algebra und ein Ideal von M(A) .

Satz 12 (Universelle Eigenschaft der Multiplieralgebra). Es sei A eine C*-Algebra. Fiir jede C*-Algebra
B, welche A als Unter-C*-Algebra und als Ideal enthdilt (wenn also AB C A und BA C A gilt), gibt
es genau einen *-Homomorphismus B — M(A) , welcher auf A die Identitdt ist.

Beweis. Es bezeichne mit M, fiir b € B die Abbildung
My:A— A a— ba.

Die Abbildung
B— M(A) b— M,
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ist klarerweise ein *-Homomorphismus mit den verlangten Eigenschaften. Sei ¢ : B — M(A) ein
* -Homomorphismus mit den verlangten Eigenschaften, dann ist

fiir a € A . Nun ist aber
(D)Mo = ¢(b)p(a) = p(ba) = My,

fiir a € A und b € B . Mit anderen Worten ist nun ¢(b) = M, auf A-A . Damit ist aber ¢(b) bereits
auf AT mit M, identisch. Damit auch auf A, womit M, = ¢(b) gezeigt wire. O

Satz 13 (Multiplieralgebra von Cy(X) ). Es sei X ein lokal kompakter Hausdorffraum. Dann gibt es
eine kanonische x-Isomorphie

M (Co(X)) =~ Cp(X).

Beweis. Wir zeigen, dass C,(X) die universelle Eigenschaft der Multiplieralgebra hat. Sei dazu B eine
C*-Algebra, in welcher Cy(X) ein Ideal und eine Unter-C*-Algebra ist. Ist nun ¢ : B — Cy(X) eine
Abbildung wie in der universellen Eigenschaft verlangt, so gilt

(9) (@) = (gf) (@) = (g) (@) (f)(2) = (g)(x) f(z)

firalle z € X, f € Cy(X) und g € B . Folglich ist ¢(g) bereits eindeutig durch ¢ bestimmt. Wir
versuchen nun zu zeigen, dass die Setzung von

(9f)(x)
f(x)

fiir g € B und f € Cy(X) mit f(z) # 0 eine wohldefinierte Abbildung von X nach C ist. Seien
dazu f1, fo € Co(X) mit fi(x) # 0 # fo(z) , dann gilt

(9/1) () _ (9/) (@) f2(x) _ (9f1f2) () _ (9f2) (@) fi(x) _ (9f2) (x)

p(g) x>

fi(z) (fif2) (z) (f1f2) (x) (fife) () fa(z)

Wegen der Stetigkeit der Multiplikation in B und der Auswertungsabbildung in Cy(X) ist ¢(g) stetig.
Weiter ist |p(g)| durch ||g|| beschrankt, wie man durch Wahl von f € Co(X) mit f(x) = ||f|| erkennt.
Folglich ist ¢(g) € Cp(X) . Die so definierte Abbildung

p:B = Cy(X) g~ ¢(g)

ist trivialerweise eine C -lineare Abbildung und mit x-vertréglich. Die Multiplikativitét ergibt sich leicht
(ge B und f € Cy(X) mit f(z)#0) aus der Identitét

(9f)@) _ (f9f)(x) _ (f9)(x)

f(z) f(z)? f(z)

Natiirlich gilt auch ¢(g) = g, falls g € Co(X) ist. Also folgt auch die Existenz des *-Homomorphismus
welcher in der universellen Eigenschaft behauptet wird. O

2.3.3 Morphismen von C*-Algebren

Es stellt sich die Frage, wozu wir mit so viel Aufwand die Multiplieralgebra definiert haben. Der Grund
liegt darin, dass wir stetige Abbildungen in unsere nicht-kommutative Welt {ibertragen wollen. Dazu hilft
das folgende Theorem.

Theorem 14. FEs seien X,Y lokal kompakte Hausdorffraiume. Dann ist die Abbildung
(f: X=Y)=(g—gof)

eine Bijektion zwischen den stetigen Abbildungen X —'Y wund den x-Homomorphismen ¢ : Co(Y) —
Cy(X) , fir die ¢ (Co(Y)) Co(X) linear dicht (auch total genannt) in Co(X) ist.
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Beweis. Natiirlich ist die Abbildung wohldefiniert und injektiv. Es ist also nur die Surjektivitit zu zeigen.
Dazu sei ¢ : Co(Y) — Cp(X) ein #-Homomorphismus mit ¢ (Co(Y)) Co(X) linear dicht in Cp(X) .
Weiter sei x5 : Cp(X) — C die Auswertung x,(f) = f(z) fiirein x € X . Dannist x,op:Co(Y) — C
ein stetiger *-Homomorphismus. Dieser verschwindet nicht wegen der Dichtheitsvoraussetzung. Also ist
Xy = Xz 0@ fiirein y € Y. Setzt man nun f(x) := y, so erhdlt man eine Abbildung f: X — Y, die
o(g) =go f fiir g€ Cy(Y) erfiillt.

Die Abbildung ist stetig. Sei dazu (x)) ein Netz, welches gegen x € X konvergiert. Damit geht x,, (9)
gegen x.(g) fiir alle g € Cp(X) . Also geht auch xy,,)(h) gegen Xj)(h) fiir alle h € Co(Y) .
Also geht Xf(,,) gegen Xy, in der Topologie des Gelfand-Spektrums. Damit geht auch f(xx) gegen
f@) - 0

Eine Erweiterung von stetigen Abbildungen auf nicht-kommutative topologische Rdume bietet der Begriff
der Morphismen. Wir haben also einen weiteren Eintrag fiir das Worterbuch.

Definition 15 (Morphismen zwischen C*-Algebren). Ein Morphismus f: A — B von einer C*-Algebra
in eine C*-Algebra B ist ein *-Homomorphismus f : A — M(B) mit f(A)B dicht in B . Mit
Mor(A, B) bezeichnen wir die Morphismen von A nach B (Man beachte, dass ich einen Unterschied
machen zwischen * -Homomorphismen und Morphismen!). Es ist also

Mor(A, B) :={f : A— M(B) | f(A)B ist linear dicht in B}.

Es stellt sich nun die nicht ganz unwichtige Frage, wie man zwei solche Morphismen verkniipft. Dies sollte
natiirlich mit der Verkniipfung von stetigen Abbildungen im kommutativen Fall vertréiglich sein.

Lemma 16. Fir jeden Morphismus f : A — B gibt es genau einen unitdren x-Homomorphismus

f: M(A) = M(B) mit f(a) = f(a) firalle ac A .

Beweis. Essei a€ A, be B und M € M(A) . Dann gilt nach Voraussetzung

F(M)f(a)h = f(Ma)b = f(Ma)b.
Damit ist aber f(M) als Funktion auf f(A)B festgelegt. Weil aber auch f(A)B linear dicht ist in
B ,ist f(M) eindeutig bestimmt. Das war der Beweis zur Eindeutigkeit. Nun zur Existenz.

Wir setzten fir M € M(A) den Wert von f als die eindeutigen stetige Abbildung f(M): B — B
fest, welche fiir alle a € A und b€ B

F(M) f(a)b = f(Ma)b

erfiillt. Von der Wohldefiniertheit iiberzeugt man sich leicht (Approximation der Eins in A !). Man hat
noch nachzuweisen, dass f(M) adjungierbar ist. Die Adjungierte wird dabei gegeben durch f (M*) .
Man beachte dazu, dass fiir alle a;,a2 € A und by,b0 € B

(FOM) Fan)bn)” Flaz)ba = B F (@i M) faz)bs = b flar)” F(Maz)ba = (F(an)br)” (M) f(a2)b2)
gilt. Weiter kann man nachrechnen, dass f einen #-Homomorphismus bildet. O

Definition 17 (Verkniipfung von Morphismen). Es seien f: A — B und g: B — C' Morphismen von
C*-Algebren. Dann definiert man
gof:A—=C

iiber (go f)(a)=(gof)(a).

Man sieht nun leicht ein, dass die Verkniipfung von Morphismen mit der Verkniipfung von stetigen
Abbildungen (in umgekehrter Reihenfolge!) vertriglich ist. Mit anderen Worten haben wir einen voll
treuen kontravarianten Funktor
IcHS — C*Alg
([ X=2Y)= (Co(Y)dg—gofeCyX)).
Dieser identifiziert komC*Alg mit 1cHS? . In dem Sinn ist eine nicht-kommutative C*-Algebra ein
nicht-kommutativer lokal kompakter Hausdorff-Raum. Nun gilt es auch andere Begriffe der Topologie auf

nicht-kommutative Rdume zu verallgemeinern. Wir beginnen mit den Produktrdumen. Dazu miissen wir
allerdings noch zwei weitere Intermezzi einlegen.

- 10 -
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2.4 Intermezzo: Eine universelle Darstellung

In diesem Abschnitt betrachten wir Darstellungen von C*-Algebren. Es sei darauf hingewiesen, dass dies
nicht direkt mit der Darstellung von Gruppen zusammenhéngt. Vielmehr ist die richtige Verallgemeine-
rung der Darstellung von Gruppen komplizierter und kommt hier nicht vor.

Definition 18 (Begriffe in der Darstellungstheorie). Es sei A eine C*-Algebra. Eine Darstellung
(H, ) besteht aus einem Hilbertraum H und einem x -Homomorphismus ¢ : A — B(H) . Die Dar-
stellung heifst nicht-degeneriert, wenn [AH] = H . Dabei ist

[AH] =span{p(a)h:a € A,h € H}.

Die Darstellung heiflt zyklisch, falls es ein 2 € H gibt mit [Az] = H . Dabei nennt man x einen
zyklischen Vektor von (H,¢) und es ist

[Az] = span {¢(a)z : a € A}.

Einen abgeschlossenen Unterraum H’ nennt man invariant, wenn ¢(A)H' C H' gilt. Weiter ist eine
Unterdarstellung (H',¢') von (H,¢) nichts anderes als ein invarianter Unterraum H’ zusammen
mit einem Morphismus ¢’ : A — B(H') , wobei ¢'(a)h’ = ¢(a)h’ fiir alle a € A und h' € H' gilt.

Trivialer weise sind zyklische Darstellungen nicht-degeneriert. Es gibt noch den Begriff von irreduziblen
Darstellungen. Dieser erweist sich aber als unbrauchbar fiir unsere Belange.

Satz 19 (nicht-degenerierte Darstellungen). Es sei A eine C*-Algebra und (H,p) eine Darstellung.
Diese ist genau dann nichi-degeneriert, wenn fir eine (und damit fir alle) Approzimationen der Eins
(ex)yen von A

plex)r —x

fiir alle x € H gilt. Ist A unitir, dann heiffit dies nichts anderes als das ¢ unitdr ist.

Beweis. Wir beginnen mit dem Spezialfall, fiir den A unitér ist, weil er im Vortrag vorkommen wird.
Man beachte, dass

[AH] = o(1)H
gilt. Weil (1) eine Projektion ist, folgt die Behauptung.
Sei nun A beliebig. Die eine Richtung ist trivial. Sei nun also [AH] = H . Seinun a € H . Dann gibt es
ein a € A undein y € H ,sodass ay nahe x ist (sagen wir mit einem Fehler < ¢ ). Da aber exa — a

gilt und exx nahe ejay ist (immer noch mit einem Fehler < € ), approximiert auch ez den Wert x
fiir groffe A (mit einem Fehler < 3e¢). O

Definition 20 (Direkte Summe von Darstellungen). Es seien (H;,p;) fiir ¢ € I Darstellungen. Dann

definiert man
D (Hi i) = <@ Hi, EB%)

icl i€l i€l
und nennt dies die direkte Summe der Darstellungen.

Satz 21 (Zerlegung in Darstellungen). Es sei (H,p) eine Darstellung von A . Dann findet man eine
Zerlegung

(H, ) = (Ho, o) & P (Hi, i) ,
icl

wobei o =0 und (H;,p;) zyklisch ist.

Beweis. Wir geben zuerst einen Beweis fiir unitire Algebren. Es ist P = (1) eine Projektion auf H .
Dann zerlegt sich

(H,¢) = (Ho, o) & (H',¢') .

Dabei sind Hy =ker P und H’' = P(H) trivialerweise invariante Unterrdume. Damit ist aber ¢g =0
und (H’,¢’) eine nicht-degenerierte Darstellung.

Wegen dem Lemma von Zorn muss man nur wissen, dass man eine zyklische Darstellung abspalten kann.
Es sei dazu x € H' ein beliebiger normierter Vektor. Dann ist [Az] natiirlich invariant. Weiter ist auch

- 11 -
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das orthogonale Komplement H” von [Az] invariant. Sei dazu y € H' orthogonal zu [Az] . Dann gilt
fir a,be A

(p(a)y, p(b)z) = (y, ¢ (a"b) x) = 0.
Damit ist auch [Ay] C H” und wir haben die Behauptung bewiesen.
Wir haben die 1 nur an zwei Stellen benutzt. Zum einen, um x € [Az] zu zeigen (hier reicht auch eine
Approximation der Eins!) und zum anderen um die triviale Unterdarstellung abzusondern. Dies kénnen
wir aber auch anders machen. Wir betrachten dazu
H' = [AH].

Esist H’' natiirlich invariant. Weiter gilt [AH'] = H’ (also ist die von H’ induzierte Unterdarstellung
nicht-degeneriert). Dies zeigt man wie im Beweis zu Satz [19| mit einer Approximation der Eins. Es sei
Hy das orthogonale Komplement. Dann ist aber

(pla)z,y) = (,0(a”)y) =0
fir a€ A, z € Hy und y € H' . Damit H, invariant und wegen H’' = [AH] auch ¢(A)Hy=0. O
Definition 22 (unitire Aquivalenz). Zwei Darstellungen (H,¢;) und (Hz, ;) nennt man unitir
dquivalent, wenn es eine unitére Abbildung w: Hy — Hs mit up;(-) = p2(-)u gibt. Sind zwei zyklische

Darstellungen (Hy,p1) und (Ha,¢2) mit ausgezeichneten zyklischen Vektoren 1,22 gegeben, so
nennt man diese unitér dquivalent wenn zusitzlich u(xi) = zo gilt.

Wir benétigen im folgenden, dass die zyklischen Darstellungen mit ausgezeichnetem zyklischen Vektor
modulo unitirer Aquivalenz eine Menge bilden. Dies ist nicht total offensichtlich. Es reicht dafiir zu
zeigen, dass die Kardinalitdt von H beschrénkt ist. Diese ist aber in der Tat beschrénkt, weil [Az] = H
fiir den zyklischen Vektor z sein muss. Es kann also H nicht michtiger als AN sein. Damit ist die
Aussage zur Mengenbehauptung klar.

Definition 23 (universelle nicht-degenerierte Darstellung). Es sei (Hx, @) mit A € A ein Vertreter-
system aller zyklischen invarianten Darstellungen mit ausgezeichneten normierten zyklischen Vektoren
modulo unitérer Aquivalenz. Dann nennt man

P (Hx, 1)
AEA

eine universelle Darstellung der C*-Algebra.

Letztlich kapselt diese Darstellung alle Darstellungen gleichzeitig. Dies ist der Gegenstand des folgenden
trivialen Satzes.

Satz 24 (Die universelle Darstellung ist universell). Es sei (H,w) eine universelle Darstellung und
(K, ) eine beliebige andere Darstellung. Dann gibt es eine lineare stetige Abbildung T : H — K mit
Tr()T* = ¢(-) -

Beweis. Wir kénnen davon ausgehen, dass
(K7 410) = (KOa @0) S2) @ (K’L7 @Z)
il
mit @9 =0 und (H;, ;) zyklisch. Sei nun
@ (H)\a ’]T)\)
AEA
eine universelle Darstellung. Sortiert man nun
@ (K, i) = @ @ (K, i) 5
iel AeAiely

wobel (Kj;,p;) fir i € Iy zu (H),m)) unitdr dquivalent ist. Sei nun wu; : Hy — K; die dafiir
notige unitiare Abbildung. Setzt man nun diese Abbildungen zu T zusammen, dann erhilt man die
Behauptung. O

Wir werden im néchsten Abschnitt eine Beweisskizze dafiir geben, dass die Abbildung = von der uni-
versellen Darstellung injektiv und isometrisch ist.

-12 -
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2.5 Intermezzo: GNS-Konstruktion

Wir werden sehen, dass sich jede C*-Algebra als normabgeschlossene Unter- x-Algebra von B(H) fiir
einen Hilbertraum H realisieren ldsst. Weiter sehen wir, dass die universelle Darstellung (H, ) treu
ist (d.h. 7 ist injektiv). Der zentrale Begriff an dieser Stelle sind die Zusténde.

Definition 25 (Zustinde). Eine lineare Abbildung ¢ : A — C heifit positiv, falls fiir jedes a € A"
auch ¢(a) > 0 ist. Die positiven linearen Abbildungen sind automatisch stetig wie wir sehen werden.
Man nennt eine positive lineare Abbildung ¢ einen Zustand, falls ||p|| =1 ist. Die Menge der Zusténde
wird mit S(A) bezeichnet.

Beispiel. Ein wichtiges (sogar das einzige!) Beispiel von Zustanden ist wie folgt gegeben. Es sei ¢ : A —
H eine zyklische Darstellung und z ein zyklischer Einheitsvektor. Dann ist

a— {p(a)x, )

ein Zustand, wie man leicht nachrechnet. Zwei solche zyklische Darstellungen mit ausgezeichneten nor-
mierten zyklischen Vektoren sind genau dann unitir dquivalent, wenn die Zusténde identisch sind. Die eine
Richtung ist trivial. Seien nun (H,¢) und (K,7) zwei Darstellungen mit ausgezeichneten zyklischen
Vektoren z,y und
(pla)z, z) = (r(a)y,y)

fir alle @ € A. Dann definiert u : ¢(a)z — m(a)y eine unitire Abbildung H — K . Es ist dabei nur
zu beweisen, dass u nicht von der Wahl von a € A, sondern nur von ¢(a)r abhingt. Dies ist aber
offensichtlich, weil wegen

(pla), p(b)x) = (w(a)y, m(b)y)
fiir alle a,b € A der Wert 7(a)y bereits durch ¢(a)x bestimmt ist. Weiter rechnet sich leicht nach,
dass up = 7u gilt. Das ist die Behauptung.

Lemma 26. Eine positive lineare Abbildung ist stetig. Deshalb nennt man positive lineare Abbildungen

auch positive Funktionale.

Beweis. Wire ¢ : A — C positiv und unstetig, dann gibt es wegen der linearen Dichtheit von AT eine
Folge a, € AT mit |a,||=1 und
v (ay) > 4™

Dann ist, weil A% ein abgeschlossener Kegel ist,

o0
Z 27", € AT
fiir m € N . Es ist aber nun
") (Z 2_”an> > (2_"an) > 2",
n=1

O

Man kann auferdem mit der Zerlegung a = Re(a)™ — Re(a)™ + iIm(a)™ — iIm(a)” ganz einfach das
folgende Lemma zeigen.

Lemma 27 (positive Funktionale und die *-Abbildung). Es sei ¢ ein positives Funktional. Dann ist

¢ (a”) = ¢(a)

fiir alle a € A .

Wenn man beachtet, dass 7(a*b) eine positiv definite Bilinearform ist, dann lassen sich aus der CSU
schnell folgende Ungleichungen zeigen (fiir die zweite eine Approximation der Eins statt b benutzen!).

Lemma 28 (CSU). Es sei 7 ein positives Funktional auf A dann gilt fir a,be A
|7(a*D)|* < T(a*a)T(b*D).

Weiter gilt auch
(@) < |I7]|7(a"a).

- 13 -
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Beispiel. Wir wollen nun zeigen, dass alle Zustéinde von zyklischen Darstellungen kommen. Damit gi-
be es eine Bijektion zwischen Zustdnden und zyklischen Darstellungen mit ausgezeichneten zyklischen
normierten Vektoren modulo unitérer Aquivalenz. Sei dazu 7 ein Zustand auf A . Dann definiert

(a,b) — 7(a™b)
eine symmetrische stetige und positiv semidefinite Bilinearform auf A . Damit induziert dies auf A/N,
mit
N, ={a€ A: 7(a"a) =0}

ein Skalarprodukt. Man beachte, dass N, ein abgeschlossenes Linksideal von A ist. Die Abgeschlos-
senheit ist wegen der Stetigkeit klar. Die Idealeigenschaft folgt aus der CSU mittels

T(a*a) =0 Vbe A: 7(a*b) =0.
Damit definiert aber fiir a € A
or(a) : A/N, = A/N,. @, (a)b=ab

(Man schreibt ausfiihrlich ¢, (a)b+ N, = ab+ N, . In der Algebra ist iiblich das weg zu lassen, weswegen
ich das hier auch tue) einen * -Homomorphismus ¢, . Vervollstindigt man A/N, beziiglich 7((-)*-),
dann wird ¢, eine Darstellung. Ist A unitér, dann ist klar, dass diese Darstellung zyklisch ist. Ansonsten
muss man den Darstellungssatz von Riesz auf

A/N: 3 a— 7(a)
anwenden. Dann bekommt man einen normierten Vektor = mit
T(z*a) = (x,a) = 7(a).
Damit ist aber ¢, (b)z = b (dies sieht man leicht mit (p,(b)x,a) = 7(z*b*a) = 7(b*a) = (b,a) ) und der
Vektor damit zyklisch.
In einem néchsten Schritt werden wir zeigen, dass die Zustidnde trennend sind. Dazu miissen wir wissen,
wie man Zustidnde erkennt.

Lemma 29 (Zustinde erkennen am Wert von Eins). FEin lineares Funktional 7: A — C mit ||7]| =1

ist genaw dann ein Zustand, wenn T(en) — 1 geht fir eine oder dquivalent fir alle Approximationen
(ex) der Eins.

Beweis. Es sei A vorerst unitdr und 7. Dannist 7(1) <1.Seinun 7(a) >1—¢€ mit [ja] =1, dann
gilt
1—e<|r(la)| <csu T(1)7(a*a) < 7(1).

Damit ist also 7(1) =1.

Sei auf der anderen Seite 7(1) = 1. Wir zeigen, dass fiir selbstadjungierte a € A auch 7(a) € R gilt.
Essei 7(a) =A+ip mit A\, pu € R . Dann ist fir n € Z

I7(a+in)|> = N2+ (u+n)? = N2 + 1% +n? + 2un.
Auf der anderen Seite gilt
@+ in)|? < lla = nil]> = (@ — nd)(a + )| = laa +n +in(a — a)|| < [lall® + n2.

Damit gilt aber
A2 4 1%+ n? 4 2un < ||a]|? + n?

fiir alle n € Z . Dies kann aber nur gelten, wenn g = 0 ist. Sei nun a € A positiv, dann ist |la| — a
selbstadjungiert und ||||a|| — a|| < ||la|| . Dann ist aber R 3 7(|ja]| — @) < ||a]| . Damit ist aber 7(a) >0 .

Der allgemeine Fall geht mit einer Approximation der Eins fast vollig analog. Dies sei dem Leser zur
Ubung {iberlassen. O
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Satz 30 (Zustinde trennen Selbstadjungierte von Null). Es sei 7 ein Zustand auf einer C*-Algebra
B , welche eine C*-Unteralgebra von A ist. Dann kann man T zu einem Zustand auf A erweitern.
Insbesondere gibt es zu einem selbstadjungierten Element a € A\{0} einen Zustand T auf A mit

()] = llal| -

Beweis. Ohne Einschrénkung sind A und B unitér mit der gleichen 1 .Nach dem Fortsetzungssatz von
Hahn-Banach gibt es ein lineares Funktional 7 von Norm 1 auf A, welches auf B mit dem gegebenen
ibereinstimmt. Wegen 7(1) = 1 folgt dann die Behauptung. Der Zusatz ist einfach. Dann kann man
nimlich einfach auf C*(1,a) einen solchen konstruieren (Punktauswertung!) und diesen fortsetzen. O

Theorem 31 (GNS-Konstruktion). Die universelle Darstellung ist gegeben durch

@ (Hr, o).

TES(A)

Dabei ist Hr = A/N, die Vervollstindigung von A/N, beziglich des Skalarproduktes 7((-)*:), N, =
{a € A:7(a*a) =0} und ¢;(a)(b+ N;)=ab+ N, fir be A auf H, fortgesetzt. Diese Darstellung
18t treu.

Beweis. Aus den vorhergehenden Beispielen ist klar, dass dies die universelle Darstellung ist. Wir haben
nur zu zeigen, dass dies treu ist. Sei dazu a € A und ¢,(a) =0 fiir alle 7 . Es gibt aber einen Zustand
7 mit 7(aa*) = ||al|? . Damit ist aber

¢r(a) =0=a € N;.

Dies ist trivial, wenn A unitér ist. Ist A nicht unitér, so folgt dies mit der Approximation der Eins und
der Tatsache, dass N, ein abgeschlossenes Ideal ist. Damit folgt aber 7(a*a) =0, was a =0 bedeutet.
Also ist die Darstellung treu. O

2.6 Intermezzo: Tensorprodukte

Das Grundgeriist bilden die Tensorprodukte von C-Vektorrdumen. Diese bezeichnen wir hier zur Un-
terscheidung von den spéter auftauchenden Tensorprodukten auf C*-Algebren und Hilbertrdumen als
algebraische Tensorprodukte. Wir lassen an dieser Stelle das ganze Bollwerk der Algebra fallen und wéh-
len einen koordinatenbehafteten Zugang zum algebraischen Tensorprodukt. An der Stelle sei gewarnt,
dass nicht alle Tensorprodukte aus der Algebra von so einfacher Gestalt sind!

Definition 32 (algebraisches Tensorprodukt - spezieller Fall). Es seien V,W C-Vektorrdume. Es
sei (v;,i € I) eine Basis von V und (wj,j € J) eine Basis von W . Wir bezeichnen einen Vektor-
raum mit der Basis - das folgende vorerst nur als Bezeichnung fiir die Basiselemente zu verstehen -
(v; ® wj, (4,7) € I x J) mit dem Symbol V © W . Dabei zeichnen wir stets die durch

R VW —=SVoOW (vi,wj)+—>v¢®wj

induzierte bilineare Abbildung aus. V ©® W zusammen mit dieser bilinearen Abbildung (v,w)— v ® w
nennen wir das algebraische Tensorprodukt von V und W . Sind A und B C -Algebren (mit
Involution bzw. mit Eins), so definieren die linearen Fortsetzungen von

(a®b)*=a" @b
(a1 ® bl) . ((L2 & bg) = (alaz) & (ble)

eine C -Algebrastruktur (mit Involution bzw. mit Eins) auf A® B .

Wenn wir nun mit einem komplexen Hilbertraum starten, ist es wiinschenswert, dass das Tensorprodukt
auch wieder ein Hilbertraum ist. Dies leistet das algebraische Tensorprodukt nicht. Wir haben deshalb
ein anderes Tensorprodukt zu betrachten.
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Definition 33 (Tensorprodukt von Hilbertrdumen). Es seien Hp, Ho Hilbertrdume, dann definiert die
lineare Fortsetzung von
(v1 ® vo, w1 ® wa) = (vi,w1) (v, w2)

fir v, w; € Hy und vy, ws € Ho ein Skalarprodukt auf H; ® Hs . Die Vervollstdndigung von H; ® Ho
beziiglich dieses Skalarproduktes bezeichnen wir mit H;® H> und nennen dies zusammen mit der stetigen
Bilinearform - ® - das Tensorprodukt der Hilbertraume H; und Hs .

Wie dem Leser bereits aufgefallen sein diirfte, werden multilineare Abbildungen nur auf den Elementen
hi1 ® hy angegeben. Diese liegen linear dicht (oder spannen im algebraischen Fall den Raum auf) im
Tensorprodukt. Es gibt also hochstens eine stetige Abbildung zwischen diesen. Es reicht deshalb aus,
die Abbildungen auf diesen Elementartensoren anzugeben. Es sei (e;,7 € I) eine ONB fiir H; und
(fj,j € J) eine ONB fiir H, . Dann sieht man schnell, dass auch (e; ® f;, (¢,7) € I x J) eine ONB fiir
H1 (24 HQ ist.

Beispiel. Es sei X eine Menge und H ein Hilbertraum mit einer ONB (e;);c; . Dann sind aber
(X xT)~(X,H) ~*(X)® H.
kanonisch isomorph. Es gilt nun auch fiir Radonmafe p und A

L2(N) ® L2(n) = L*(A x p).

Nun ergibt sich noch das folgende sehr zentrale Lemma.

Lemma 34. Fs seien Hq, Ho Hilbertraume und T : Hy — H, und S : Hy — Hs beschrinkte lineare
Abbildungen, dann definiert (T ® S)(h1 ® hy) = T(h1) ® S(ha) fir hy € Hy und he € Hy einen
beschrinkten linearen Operator auf Hy ® Hy . Es gibt also eine kanonische x-Einbettung

B(H,) ® B(Hy) — B(Hy® Hy) (T,S)—T®S.

Weiter gilt | T ® S| = ||T||||S] -

Beweis. Trivialerweise gilt || T ® S| > ||T||||S|| . Es reicht also, um die gesamte Aussage zu zeigen, dass
wir

1T & S| < [ITIIS]

beweisen. Dafiir reicht es aber
1T @id| < [T
zu zeigen (entsprechendes mit 7' = id und S beliebig gilt aus Symmetriegriinden dann auch). Denn
mit
IT® S| = (T ®id)(id@S)|| < [T ®id|||lid @S] < [|T/]|S]|
folgt die Behauptung.

Wir zeigen also nun, dass |7 ® id|| < ||T|| gilt. Es reicht diese Normungleichung fiir den Operator auf
dem algebraischen Tensorprodukt zu zeigen. Wir bezeichnen mit 7" ® id auch die induzierte Abbildung
auf dem algebraischen Tensorprodukt. Sei nun y = Z?:l x; ® e; ein beliebiges Element aus H; ® Hy .
Dabei konnen wir annehmen, dass ey, ..., e, orthonormal sind. Es ist nun

i=1 i=1
Wegen der Orthogonalitét der Elemente T'(z;) ® e; folgt

T @id) (I* =D _IIT]* < |ITIllyll. =
i=1

Uber die GNS-Konstruktion und dieses Lemma liisst sich nun ein Tensorprodukt von C*-Algebren defi-
nieren. Dieses wird das minimale oder rdumliche Tensorprodukt genannt. Wir aber sprechen einfach von
dem Tensorprodukt, da wir keine anderen auf C*-Algebren betrachten.
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Definition 35 (rdumliches Tensorprodukt). Es seien A und B zwei C*-Algebren. Weiter seien H 4
und Hp die Hilbertrdume aus der GNS-Konstruktion und A — B(H4) und B — B(Hp) die
isometrischen *-Einbettungen aus der GNS-Konstruktion. Dann gibt es eine *-Einbettung

A®B— B(Hs® Hp).

Wir definieren A ® B als den Abschluss von A® B in B(H4 ® Hp) und nennen dies zusammen mit
der stetigen Bilinearform - ® - das (rdumliche) Tensorprodukt von A und B .

Beispiel. Fiir jede C*-Algebra A gibt es einen kanonischen Morphismus A ~ A ® C . Weiter gibt es
einen kanonischen Isomorphismus (welchen wir als Identifikation benutzen)

AR (BR(C)~(A®B)®C
fiir alle C*-Algebren A, B und C'.

Wir bendétigen fiir das folgende - und dies ist wirklich essenziell - einige wichtige Eigenschaften dieses
Tensorprodukts. Die erste Eigenschaft beantwortet eine sehr natiirliche Frage.

Theorem 36 (Das Tensorprodukt ist funktoriell). Es seien @1 : A1 — By und o : As — Bs zwei
x -Homomorphismen. Dann gibt es genau einen x -Homomorphismus o1 ® ps : A1 @ Ay — B1 ® By,
welcher (p1 ® @2)(a1 ® az) = p1(a1) @ a(az) erfillt.

Beweis. Es definiert dies vorerst einen eindeutigen * -Homomorphismus (funktorielle Eigenschaft des
algebraischen Tensorproduktes)
(,01@(,02 IAl @AQ —>B1®Bg.

Damit fehlt nur noch die Stetigkeit von diesem Morphismus. Im néchsten Theorem werden wir zeigen,
dass

el = sup [[(¢e @ @)
cES(A1)
TES(As)

fiir ein c € A; ©® Ay gilt. Entsprechend gilt auch

(1 @p2)(c)| = sup [[(¢o ® @)1 @p2)(0)]l = sup [[((¢o o @1)® (row2))(c)]
c€5(By) o€S(B1)
T€S(Ba) T€S(Ba)

Es sind aber ¢, 0 o1 und ¢, o s Darstellungen. Diese lassen sich als direkte Summe von zyklischen
Darstellungen ausriicken. Die Norm ist dann aber das Supremum der Normen aller direkter Summan-
den (siehe auch Beweis vom nichsten Theorem). All diese Normen tauschen aber im Supremum zur
Berechnung von ||c|| auf. Damit gilt

(o1 @ @2)(e)|| < el|- m

Man kann die Norm eines algebraischen Tensors auch ,ausrechnen®. Dies haben wir im vorigen Theorem
gebraucht und werden wir wieder brauchen.

Theorem 37 (Norm von algebraischen Tensoren). Es sei ¢ € A® B C A® B . Dann ergibt sich
lell = sup [(v5 @ @r)()]]-
sES(A)

TES(B)

Beweis. Es seien ¢: A — B(H) und ¢: B — B(K) die universellen Darstellungen. Dann gilt
(H,¢) =~ @ (Ho,po) (K, ) @ (Hr, 7).
c€eS(A) T€S(B)

Dies aber impliziert einen * -Homomorphismus

P woo0¢):A0B—-B| P (H, o H,)

g€eS(A) o€S(A)
TES(B) T€S(B)
Damit ist aber, wie man leicht nachrechnet (dies ist wie eine diagonalgeblockte Matrix!)
el = sup [(¢s © @r)(c)]-
ocES(A)
TES(B)

Dies ist die Behauptung. O
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Um die aus diesem Theorem die néichste gute Eigenschaft zu beweisen, benotigen wir ein Lemma.
Lemma 38 (Approximation der Eins und Tensorprodukt). Es sei (ex)rea eine Approzimation der Eins
in A und (fu)uem eine Approzimation der Eins in B . Dann ist

(ex ® f#)(A,u)EAxM

eine Approzimation der Fins in A® B .

Beweis. Natiirlich ist A x M mit
Ap) <A e A< Aund g < fi

eine gerichtete Menge. Auf den Elementartensoren ist dies trivialerweise eine Approximation der Eins.
Dann ist dies aber auch auf A ® B eine Approximation der Eins. O

Theorem 39 (Tensorprodukt von Zusténden). Es seien 0 : A — C und 7: B — C Zustinde. Dann
gibt es genau ein Funktional c @ 7: A® B - C mit (c®7)(a®b) = oc(a)T(b) fir alle a € A und
b€ B und dieses ist ein Zustand.

Beweis. Wir haben nur zu zeigen, dass
c@T:A®B —>C

stetig ist mit |jo @ 7|| < 1. Wenn wir dies bewiesen haben, dann dehnt sich dieses Funktional eindeu-
tig und stetig aus. Sei dann weiter (ex)aca eine Approximation der Eins in A und (f,)uem eine
Approximation der Eins in B . Dann ist

(ex ® fu) apyeaxm

eine Approximation der Eins in A ® B und damit folgt

(c@7)(ex® fu) =o(ex)7(fu) = 1.
Damit ist o ® 7 tatséchlich ein Zustand.

Um die Stetigkeit von
c®T:AOB —C

zu zeigen beachte man, dass man o(a) = (¢, (a)zs, z,) und 7(b) = (- (b)x,,x,) schreiben kann. Dabei
ist ¢, und ¢, die zyklische Darstellung, welche zu 7 bzw. o gehort und z, bzw. z, zyklische
normierte Vektoren. Man erhélt damit aber

(0’ ® T)(C) = <(§Oo 0y QDT)(C)($O' Y x7)7x0' Y J}-,—> .

Man erhélt damit aber
[(c@T)(e)[l < lle]l-

Dies ist die Behauptung. O

Der Leser ist nun in der Lage auch zu beweisen, dass man id®7 : A® A — A fiir einen Zustand 7
bilden kann. Dies ist ein kleines Resultat, welches wir dem Leser zur Ubung {iberlassen. Dies ist nicht
besonders schwer (siehe obige Beweise!). Dies werden wir spater benutzen.

Diese Definition ist duferst unpraktikabel. Das néchste Theorem, welches einiges an Rechnung erfordert
und ein Beweis deshalb hier ausgelassen werden soll, macht das rdumliche Tensorprodukt Berechnungen
zuganglich.

Theorem 40 (Einfache Berechnung des rdumlichen Tensorprodukts). Es seien A — B(H) und B —

B(K) treue Darstellungen. Dann ist A® B kanonisch isomorph zur Vervollstindigung von A® B in
B(H®K) .

Mit diesem Theorem zur Hand koénnen wir einige nette Dinge zeigen. Wir wissen bereits, dass das Ten-
sorprodukt funktoriell fiir * -Homomorphismen ist. Die Frage, welche sich nun stellt, ob dies auch fiir
Morphismen giiltig ist, bejaht dieses Lemma.
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Lemma 41 (Tensorprodukt und Multiplieralgebren - noch mehr Funktorialitit). Es seien A, B C*-
Algebren. Dann gibt es eine kanonische x -Einbettung M(A) @ M(B) — M(A ® B) . Insbesondere ist
das Tensorprodukt auch fiir Morphismen funktoriell.

Beweis. Essei A — B(H) eine treue nicht-degenerierte Darstellung. Wir haben zu zeigen, dass M(A) =
C ist. Dabei ist
C={TeB(H): Ta,aT € AVa € A}.

Dazu rechnen wir die universelle Eigenschaft nach. Es sei B eine C*-Algebra, welche A als Ideal und
C*-Unteralgebra enthélt. Dann ist aber

f:B—C b~ (ah+ (ba)h)

eine eindeutig bestimmte Abbildung, weil AH dicht in H ist. Dieser entspricht auf A der Identitét.
Sei nun
g:B—>C

ein * -Homomorphismus, welcher auf A die Identitéit ist. Dann ist aber
g(b)ah = g(ba)h = (ba)h

fir alle a € A und h € H. Aus [AH] = H folgt nun ¢(b) = f(b) . Damit ist M(A) = C gezeigt.
Wir haben also das unten stehende Korollar gezeigt.

Wir kehren nun zum Theorem zuriick. Es seien
A— B(H) B — B(K)

die universellen Darstellungen. Dann dehnen sich diese aus zu zwei treuen Darstellungen

M(A) — B(H) M(B)— B(K)
aus. Damit ist weiter M(A) ® M(B) eine C*-Algebra, welche A ® B als Unteralgebra enthélt. Diese
ist dort auch ein Ideal, wie man leicht nachrechnet. Damit ist M(A ® B) eine Ober-C*-Algebra von
M(A)@M(B) in BHRK) . O
Wir haben auch folgendes Korollar gezeigt.

Korollar 42 (Multiplieralgebra und nicht-degenerierte Darstellungen). Es sei A — B(H) eine nicht-
degenerierte und treue Darstellung. Dann ist M(A) isomorph zu der C*-Unteralgebra

T(A) = {T € B(H) : Ta,al € AVac A}

von B(H) , welcher der Idealisator von A in B(H) genannt wird.

2.7 Produktrdume

Um die Cyp(X xY) mit dem Tensorprodukt zu identifizieren miissen wir einen Normvergleich vornehmen.
Dieser wird gegeben durch folgendes Lemma.

Lemma 43 (Injektive % -Homomorphismen). Es sei ¢ : A — B ein injektiver * -Homomorphismus

von C*-Algebren, dann ist p isometrisch.

Beweis. Wir kénnen annehmen, dass A und B unitir sind. Weiter reicht es wegen der C*-Identitét

la*all = [lp(a) e (a)ll

zu zeigen. Wir konnen also A als unitédr voraussetzen. Weiter kann man B durch den Abschluss von
©(A) ersetzen. Damit sind A und B ohne Einschrinkung abelsch und unitér. Es ist also

o=C(f): A= C(Y) —» B~ C(X)

fiir eine stetige Abbildung kompakter Rdume f: X — Y zu untersuchen. Es ist, wovon man sich schnell
iiberzeugt, C(f) genau dann injektiv, wenn f surjektiv ist. Dann ist die behauptete Identitdt aber

glloe = llg © flloo
fiir g € C(Y) . Mit der Surjektivitdt von f ist dies in der Tat trivial. O
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Satz 44 (Produktrdume und rdumliche Tensorprodukte). Es gibt eine kanonische Isomorphie
Co(X)® A~ Cy(X, A),

wobei A eine C*-Algebra und X ein lokal kompakter Hausdorff-Raum ist. Weiter gibt es auch eine
kanonische Isomorphie

Beweis. Es ist
Co(X) = B((X)) [+ (M)pex = (F@)As)ex)

eine treue Darstellung. Sei nun ¢ : A — B(H) eine treue Darstellung, dann ist

Co(X,A) = B(C(X,H)) fr ((ha)yex = (0(f(2))hs) ex)

eine injektive * -Einbettung. Diese ist also isometrisch. Weiter ergibt sich
Co(X)©A— B(P(X,H)) foa— ((ha)yex — (f(@)aha),ex) -

Mit diesen Einbettungen als Identifikation ist Cp(X) ® A eine = -Unteralgebra von Cy(X,A) und
Co(X) ® A besteht aus genau den stetigen Funktionen von Cpy(X, A) , dessen Bild in einem endlich-
dimensionalen Unterraum liegt. Sei nun f € Cy(X, A) und e > 0 beliebig. Dann gibt es eine kompakte
Menge K C X mit || f(z)| < € fir alle z € X\K . Nun findet man zu jedem Punkt y € K einen
Elementartensor g, = f,®a, € Co(X)® A , welcher ||g,(z)| < 2¢ fiir alle z € X\K und g,(y) = f(y)
erfiillt. Weiter findet man zu so einem Punkt y € K und einem g, eine Umgebung U, von y, in
welcher g, und f sich nur um ein € > 0 unterscheiden. Wegen der Kompaktheit von K reichen
endlich viele w1, ...,y, € K , sodass

n
Uuv. oK

i=1

gilt. Sei nun (e;);=0,1,...,n eine stetige Partition der Eins beziiglich der U,, (¢ = 1,...,n ) und K¢ .

Dann ist
n
§ €iGy,;
i=1

eine Approximation von f mit einem Fehler von hichstens 3e . Dies war die erste Behauptung.

Die zweite Behauptung bekommt man, wenn man A = Cy(Y) betrachtet. Dann ist aber Cy(X, A) ~
Co(X xY) . Genauer bekommt man einen kanonischen injektiven * -Homomorphismus

Co(X,4) 3 [ (2, ) = f(2)(y)) € Co(X x V).

Damit ist aber das Bild eine abgeschlossene punktetrennende x -Unteralgebra von Cp(X x YY) , welche
fiir jedes (z,y) € X xY auch eine Funktion f mit f(z,y)# 0 enthélt. Dann folgt aber nach Stone-
Weierstraft die Behauptung. O

Satz 45 (Die nicht-kommutative Produktabbildung). Es seien f :Q — X und g: A — Y stetige
Abbildungen und T : Co(X) — Co(Q) , sowie S: Co(Y) — Co(A) die korrespondierenden Morphismen.
Dann korrespondiert f x g : Qx A — X XY zu dem Morphismus T ® S : Co(X) ® Co(Y) —
Co() ® Co(A) .

Beweis. Es sei (T'® S)(a®b) =T(a)® S(b) . Damit ist

(T®S)(a®b) (w,0) = (ac f)w)-(bog)d) = ((a®b)o(f x9g))(w,d).

Wir haben also tatséichlich (lineare Dichtheit!) nachgerechnet, dass die Produktabbildung fxg zu T®S
korrespondiert. O

Satz 46 (Tupel von Punkten). Es seien x € X und y € Y Punkte in einem lokal kompakten Hausdorff-
Raum und Xy, xy die korrespondierenden Auswertungen auf Co(X) bzw. Co(Y') . Dann korrespondiert
(x,y) € X xY zu dem Charakter x, ® xy .

Beweis. Es gilt (xz @ xy)(f ® g) = f()g(y) . Wegen der linearen Dichtheit der Elemente f® g ist die
Behauptung bewiesen. O
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Es ist klar (dazu auch mehr spater), dass endliche Radonmafie ;o aufgefasst werden koénnen als positive
Funktionale

f»—)/fdu.

Weiter ist dies eine Korrespondenz zwischen endlichen Radonmafen und positiven Funktionalen. Eine
Frage, welche sich sofort aufdriingt ist, wie diese sich mit den Produktridumen vertragen.

Satz 47 (Produktmafe). Es seien p und X\ endliche Radonmafle auf X bzw. Y . Weiter seien die
zugehorigen positiven Funktionale f und g . Dann korrespondiert px A zu f®g .

(f®9)(a®b) = /X /Y a(2)b(y) dyu(x)dA(y)

bereits die Behauptung. O

Beweis. Es ergibt sich aus

2.8 C*-Bialgebren oder lokal kompakte Quantenhalbgruppen

Definition 48 (C*-Bialgebren). Eine C*-Bialgebra ist ein Tupel (A4, A) , welches aus einer C*-Algebra
A und einem Morphismus A: A — A® A besteht, so dass

(A®id)o A = (Id®A)o A
gilt. Man nennt (A,A) bivereinfachbar, falls A(A)(A®1),A(4)(1® A) linear dicht in A® A sind.

Satz 49 (lokal kompakte Quantenhalbgruppen). Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen abelschen
C*-Bialgebren und lokal kompakte Halbgruppen. Deshalb nennt man nicht-kommutative C*-Bialgebren
auch lokal kompakte Quantenhalbgruppen.

Beweis. Es sei A = Cy(H) fiir einen lokal kompakten Raum H . Eine Abbildung m : H x H — H
korrespondiert nach dem bereits bewiesenen zu eine Morphismus A : A — A ® A . Wir haben nur zu
iiberpriifen, ob

(A®id)o A = (id®A)o A

sich in die Assoziativitit {ibersetzt. Das folgende kommutative Diagramm

(HxH)=(Hx H)

\/

bedeutet nichts anderes als die Assoziativitdt der Abbildung m . Mit dem was wir bereits gelernt haben,
konnen wir das ganze Diagramm in den C*-algebraischen Rahmen einbetten. Die Kommutativitit des
Diagramms ist zu der Kommutativitdt des folgenden Diagramms

RARA)=(ARA4)®

\/

dquivalent. O
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Beispiel. Wir haben nun gesehen, dass lokal kompakte Halbgruppen zu C*-Bialgebren fiihren. Wir wollen
zu einer lokal kompakten Gruppe G auch noch eine andere C*-Bialgebra assoziieren. Es sei A = C}(G)
(und in der Notation in unserem Seminar C*(G) ) die reduzierte Gruppen C*-Algebra (oder einfach
Gruppen C*-Algebra). Wir erinnern uns, dass wir eine #* -Einbettung

L LNG) S f s /f(x)Lm dz € B(I2(G))

fiir das linke Haarmafy dx haben, wobei das Integral in der schwachen Operatortopologie gebildet wird.
Dabei ist C(G) nichts anderes als die Vervollstindigung von L!(G) als Unteralgebra von B(L*(G))
iiber diese Einbettung. Wir wollen nun einen Morphismus A : C}(G) — C}(G) ® C}(G) definieren.
Dieser ist einfach gegeben durch A(T) = W(T ® 1)W* . Wir werden nicht nachweisen, dass dies ein
Morphismus ist. Im Spezialfall einer diskreten Gruppe ist dies klar. Dieser Fall ist es aber, welcher uns
am meisten interessiert. Dabei ist W : L?(G x G) — L?(G x G) ein Operator, welcher uns spéter noch
begegnet. Dieser ist definiert {iber

W fz,y) = f(2,27"y)
und man rechnet nach (was wir noch tun werden), dass
W fz,y) = [ (2, 2y)
gilt. Man kann nun auch sehr einfach erkennen, dass
(ld®A)oc A= (A®id)o A

gilt.

2.9 Kompakte Quantengruppen

Definition 50 (kompakte Quantengruppe). Eine kompakte Quantengruppe G ist eine bivereinfach-
bare unitire C*-Bialgebra G = (A4, A) . Die kompakte Quantengruppe heifst kokommutativ bzw. kom-
mutativ, wenn (A4, A) kokommutativ (d.h. A =3A  wobei ¥: A®A — A®A iber 0:a®b+— b®a
definiert ist) bzw. kommutativ ist.

Als nichstes beweisen wir, dass dies ein weiterer Eintrag in unserem Worterbuch fiir die kompakten
Gruppen ist.

Satz 51 (kommutative kompakte Quantengruppen). Jede kommutative kompakte Quantengruppe ist
isomorph zu C(G) fir eine kompakte Gruppe G .

Beweis. Wir wissen bereits, dass eine kompakte Quantengruppe G = (A,A) zu zu einer kompakten
Halbgruppe H korrespondiert.

Wenn H eine Gruppe ist, dann folgt aus

(A(f)(1®g)) (z,y) = flay)g(y),

und der Tatsache, dass die lineare Hiille eine Punkte trennende = -Unteralgebra von C(H x H) = A® A
ist, dass A(A)(1® A) linear dicht in A ® A ist. Entsprechend verfahrt man mit A(A)(A® 1) . Das
zeigt, dass G bivereinfachbar ist.

Wir haben noch zu zeigen (siehe das Lemma unten), dass das Kiirzungsgesetz
zy=zz=y=z und yr=zax=y=2z

fiir alle z,y,z € H aus der Bivereinfachbarkeit von G folgt. Wir betrachten nur eines der Kiirzungsge-
setze. Das andere erhélt man genauso. Das Kiirzungsgesetz ist dquivalent dazu, dass

flzy) = f(x2) Vf € O(H) = y =2

fiir alle x,y,z € H gilt. Die Punkte z,y,z € H korrespondieren zu Charakteren x.,Xy,X- . Es
berechnet sich beispielsweise der Charakter X., zu (xz ® xy)A . Die Gleichung f(zy) = f(zz) Vf €
C(H) {ibersetzt sich entsprechend in

(Xe @ Xxy)A(f) = (Xa @ X2)A(f) VI € A= (Xa @ xy) (A(A)(A® 1)) = (Xa @ X2) (A(A)(ADT)).
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Ist nun A(A)(A®1) linear dichtin A®A , dann folgt also X, Q@xy = Xz ®X. und damit (z,y) = (z, 2) .

Es stellt sich noch die Frage, ob das Kiirzungsgesetz reicht, um aus einer kompakten Halbgruppe eine
Gruppe zu machen. Dies ist die Aussage des folgenden Lemmas. O

Lemma 52 (kompakte Halbgruppen mit Kiirzungsregel). Es sei (H,-) eine kompakte Halbgruppe, wel-
che die Kiirzungsregel zy = xz =y =2z und yr = zx = y =z fir alle z,y,z € H erfillt. Dann ist
H bereits eine kompakte Gruppe.

Beweis. Es ist nur zu zeigen (wegen der Kompaktheit), dass H eine Gruppe ist. Nehmen wir an, dass
hH = Hh = H fir alle h € H gilt. Dann findet man genau ein e € H mit eh =h. Seinun x € H ,
dann gibt es ein y € H mit = = hy . Damit ist aber ex = ehy = hy = x . Also ist e ein linksneutrales
Element. Genauso gibt es ein rechtsneutrales Element ¢’ . Es ist dann aber e = e¢’ = ¢’ ein neutrales
Element. Dieses héngt damit nicht von h ab. Wir haben nun nur noch zu zu zeigen, dass es fir h € H
ein Rechtsinverses gibt. Wegen hH = H gibt esein g € H mit hg = e . Damit ist H tatséichlich eine
Gruppe.

Wir haben also hH = H fiir alle h € H zu zeigen ( Hh = H geht entsprechend). Es sei « € H ein
Haufungspunkt der Folge (h"),en . Gegeben sei ein g € H . Wir haben g € hH zu zeigen. Es ist aber
xzg ein Haufungspunkt von (h"g)nen . Wir zeigen, dass zg € xhH ist, was die Behauptung wegen dem
Kiirzungsgesetz gibt.

Um dies zu zeigen, reicht es zu beweisen, dass xg im Abschluss von xhH liegt (denn xhH ist kompakt
und damit eine abgeschlossene Menge). Es sei nun zhH C U eine Umgebung von xhH . Weiter gibt es
wegen der Kompaktheit von hH eine offene Umgebung V' von = mit VAH C U . Es ist aber A" € V
fiir ein grofes n € N . Damit ist aber h""'H C U . Damit ist aber h™H C U fiir m > n . Weil nun
aber auch zg € hH ist, folgt zg € U . Damit ist aber zg in jeder Umgebung von xhH . Also ist
wegen der Abgeschlossenheit dieser Menge xg € thH . O

Beispiel (reduziertes Dual zu einer diskreten Gruppe ist eine kompakte Quantengruppe). Es sei G
eine diskrete Gruppe. Wir haben bereits C}(G) zu einer C*-Bialgebra gemacht. Wir kénnen uns schnell
klarmachen, dass L, € C}(G) sind und diese natiirlich linear dicht liegen (wenn = € G' variiert). Weiter
sieht man nun auch, dass diese bivereinfachbar ist. Mit etwas Rechnung bekommt man tatséchlich, dass
A(L;) = L, ® L, gilt. Dies bedeutet fiir L. =1 aber, dass A ein unitidrer Homomorphismus ist. Es
ist also (C}(G),A) eine kompakte Quantengruppe.

Beispiel (nicht-triviale kompakte Quantengruppe). Wir wollen nun ein etwas schoneres Beispiel betrach-
ten. Man erinnere sich an SU(2) . Dies ist eine kompakte Gruppe. Eine explizite Beschreibung ist etwa

gegeben durch ~
SU(2) := {(Z _ab> ca,beC af* + b = 1} .

Die zugehorige C*-Bialgebra wird erzeugt von den zu a und b gehorenden stetigen Abbildungen «
und 8 (Koordinatenabbildungen!). Die einzige Relationen (abgesehen von der Kommutativitit) ist

aa™ 4+ BB = 1.
Die Komultiplikation A wird durch
Alad)=a®@a—-"®p
AB)=BRa+a"®p

eindeutig bestimmt. Wir wollen nun eine ganz dhnliche C*-Bialgebra definieren. Es sei H ein Hilbertraum
mit einer ONB e;; (i€ Ny und j € Z)und p €]0,1[. Wir definieren Operatoren «, € B(H) iiber

ae;j = /1 —p?e;_q; (fiir i = 0 ist die rechte Seite = 0)
562‘,1‘ = Miei,jfb
Es sei SU,(2) die C*-Unteralgebra von B(H) , welche durch a und /S erzeugt wird. Man kann
nachrechnen, dass
af = ppa, af” = pfra,

BB* = B*B,
Fa+ B B=1, aa* +pPppr =
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gilt. Dies ist also eine Deformation (ohne auf die Theorie der C*-Algebra-Deformationen einzugehen) der
zu SU(2) gehorenden C*-Bialgebra mit Ubergang p — 1.

Wir miissen aber noch die Komultiplikation festlegen. Diese wird definiert {iber
Ala) =a®@a—pf" @ p

Af)=8@a+a*® 8.

Man kann nachrechnen, dass A einen % -Homomorphismus bildet. Dies wollen wir nicht tun. Es sei
darauf aufmerksam gemacht, dass dies viel eleganter durch Nutzung von universellen C*-Algebren geht.
Weiter sieht man, dass SU,(2) eine kompakte Quantengruppe ist.

Wir wollen uns nun darum kiimmern, Haarmafie in nicht-kommutativen kompakten Hausdorff-Rdumen
zu verstehen. Wir sind dabei nur an normierten Mafen (also Wahrscheinlichkeitsmafen) interessiert. Die
richtige Art und Weise die Mafe auf solche Raume zu verallgemeinern ist es die Integrale zu verallgemei-
nern. Wir erinnern an der Satz von Riesz-Markov.

Satz 53 (Riesz-Markov). Der Banachraum der komplexen reguldren Borelmafe auf einem kompakten
Raum K ist isomorph zum Dualraum von C(K) . Die Isomorphie wird vermittelt iber

= (fa/f du> € C(K)'.

Unter der Isomorphie entsprechen den positiven Funktionalen genau die positiven regulire Mafie. Es sind
also Zustdnde das nicht-kommutative Analogon von Wahrscheinlichkeitsmafien auf einem kompakten
Raum. Wir miissen nun auch die Links- und Rechtsinvarianz des Haarmafies dariiber charakterisieren,
was uns im nicht-kommutativen Rahmen zur Verfiigung steht.

Definition 54 (Haarzustand). Ein Haarzustand einer kompakten Quantengruppe (A, A) ist ein links-
und rechtsinvarianter Zustand h von A . Ein Zustand heift linksinvariant, wenn (id ®h)A(a) =
14h(a) und rechtsinvariant, wenn (h ® id)A(a) = 14h(a) gilt.

Mit der trivialen Beobachtung, dass
h®idex) : O(X x X) 3 f <y»—> /f(x,y) du) € C(X)
gilt, falls h der Zustand ist, der zu einem Wahrscheinlichkeitsmaft p assoziiert wurde, erhidlt man das

folgende Resultat.

Satz 55 (Haarzustinde und Haarmafe). Wir betrachten die Quantengruppe G = (C(G),A) zu einer
kompakten Gruppe G . Dann entsprechen sich normierte Haarmajfe und Haarzustdnde bijektiv unter der

Abbildung
o (f > / ! du) .

Fiir das weitere Vorgehen wollen wir noch eine Umformulierung des Haarzustandes in einen leichter zu
manipulierenden Begriff. Dazu miissen wir in der Lage sein Funktionale zu falten.

Definition 56 (Faltung von Funktionalen). Es sei (A4,A) eine C*-Bialgebra und f,g € A’. Dann
definiert man

fxg=(f@g)A

und bezeichnet dies als die Faltung von f und g¢ .

Wir beweisen noch ein kleines Lemma, damit der Leser sich an die neuen Begriffe gewShnen kann.

Lemma 57 (Assoziativitit der Faltung). Es sei (A,A) eine C*-Bialgebra. Dann ist die Faltung * von
Zustinden assoziativ.
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Beweis. Es seien f,g,h Zustinde. Dann gilt

fr(gxh)=Ffx((g@h)A)=(f®@(g®h)) (doA)A
=(feg®h)([deA)A=(fegeh)(A®id)A
=((fegeh) (Axid)A = ((f®g)A)*h
= (f*g)*h. O

Beispiel (Haarzustand fiir das Dual zu einer diskreten Gruppe). Wir haben bereits implizit das Beispiel
C(G) fiir eine kompakte Gruppe G gesehen. Sei nun G eine diskrete Gruppe. Wir betrachten wieder
die Quantengruppe (C}(G),A) . Von der Abbildung h: C*(G) — C , welche durch

festgelegt wird, wollen wir zeigen, dass diese ein Haarzustand ist. Wenn man beachtet, dass man eine
kanonische lineare Einbettung ¢ : C}(G) < (*(G) hat, kann man erkennen, dass

h(T) = <5€7 T(6€)>

gilt. Dabei bezeichnen wir mit ¢, (fiir 2 € G') das Element (d;,), . - Damit ist aber % natiirlich ein
Zustand. Wir wollen die Einbettung noch genauer beschreiben. Dazu beachte man, dass R, mit allen
L, kommutiert und damit mit allen Elementen aus C}(G) . Wenn wir nun die stetige lineare Abbildung

t: T T(6)
definieren, dann ist diese injektiv. Man beachte dazu, dass aus
Ry (T(6e)) = (TRy)(0c) = T(by-1),

sofort die Injektivitdt der Abbildung folgt. Die Einbettung hétten wir somit konstruiert. Weiter sei T'
positiv mit h(T) =0, dann gilt

0= N(T) = h(5"S) = (de; (575)(8e)) = (S(e), S(0e))

fiir ein S € C}(G) . Damit ist aber S =0= T =0, denn es ist die Abbildung S — S(J.) gerade die
obige Einbettung. Wenn eine kompakte Quantengruppe einen derartigen Haarzustand hat, dann werden
wir diese reduziert nennen.

Es ist noch unklar, ob h invariant ist. Dies rechnen wie einfach nach. Es gilt
(h®1d)A(Ly) = IdQh)A(Ly) = M(Ly)Ly = 0y eLy = 0z eLe = h(Ly)1.

Und damit ist aber h tatséchlich ein Haarzustand.

Mit diesem Begriff zur Hand kénnen wir nun formulieren:

Lemma 58 (Charakterisierung von Haarzustdnden). Ein Zustand h ist genaw dann ein Haarzustand,
wenn hxg=gxh=~h fir alle Zustinde g gilt.

Beweis. Man kann schnell nachrechnen, dass go (h®id) =h® g und go (id®h) =g ® h gilt. Damit
ist
hxg=g*xh=~h

dquivalent zu
go(h®id)oA=go(id®h)oA=g(1)-h.

Weil die Zustédnde aber trennend (zumindest auf selbstadjungierten Elementen - was aber reicht) sind,

ist dies dquivalent zu
(h®id)o A =(id®h)oc A=14"h.

Dies ist aber die Definition von Haarzustédnden und wir sind fertig. O

Theorem 59 (Existenz und Eindeutigkeit eines Haarzustandes). Fir eine kompakte Quantengruppe
G = (A,A) gibt es genau einen Haarzustand h .
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Beweis. Die Eindeutigkeit ist klar. Sei dazu h’ ein weiterer Haarzustand, dann gilt
B =h"*h=nh.
Nun wollen wir einen Haarzustand konstruieren. Dazu schauen wir uns fiir Zustidnde g die Mengen
My :={h e A" : hist ein Zustand mit h*g=g=«h=h}
an. Was wir nur tun miissen, ist zu zeigen, dass
(| M, #0
g€S(A)

ist. Dazu beachten wir, dass die Mengen M, schwach*-abgeschlossen sind und erinnern uns (das ist der
Satz von Banach-Alaoglu), dass die Einheitskugel in A’ schwach*-kompakt ist. Wir haben also nur zu
zeigen, dass der endliche Durchschnitt von Mengen der Gestalt M, (wobeil g ein Zustand ist) nicht leer
ist. Dies beweisen wir in zwei Schritten.

Lemma 60. Es sei g ein Zustand. Dann ist die Menge M, nicht leer.

Wenn wir zeigen, dass
Mg, "W Mg, D Mg, +4,)/2

gilt, dann sind wir fertig. Dies impliziert aber das folgende Lemma.

Lemma 61. Es gilt My, C My fir alle Zustinde f,g fir die es ein o> 0 gibt mit af <g.

Damit haben wir nun auch das Theorem bewiesen. O

Beweis zu Lemma[60. Wir betrachten die Folge (hy), oy mit

n
g*k
“uk

3\H

Dann gilt
1

Nun ist aber h,, ein Zustand. Dies ist richtig, weil A als C*-Homomorphismus positiv ist und ¢**(1) =1
gilt (fiir k=1,...,n), weil A unitér ist.

Nun hat aber die Folge (hy),.y einen Haufungspunkt h , welcher ein Zustand ist. Dies ist richtig,
weil die Menge der Zustinde eine schwach*-abgeschlossene Teilmenge von der (schwach*-kompakten)
Einheitskugel in A’ ist. Damit gilt h € M, . O

Beweis zu Lemmal61l Es sei h ein Zustand. Das ganze besteht aus elender Rechnerei (der Leser mache
sich klar, was Multiplikation und was Operatoranwendung ist - noch mehr Klammern erschweren hier die
Lesbarkeit!)

frh=he (hef®h)(doA) =heh
S (h@ feh)(idoA)[(be1)A(a)] = (h®h)[(b®1)A(a)] Va,be A
S hofeoh)|[(b®1®1)(ideA)A(a)] = (h®h)[(b®1)A(a)] Va,be A
S hefoh)[(bel®l)(A®id)A(a)] = (R h)[(b®1)A(a)] Va,be A
< (h® f)[(be@ 1)A(Id®h)A(a)] = h [b(id ®h)A(a)] Va,be A
s hef)[0eD)A@)] =R f)[(be1)(z®1)] Va,be A mit =z = (id®h)A(a)
< h )01 (A(z)—(z2®1)))]=0Va,be A mit z = (id®h)A(a)
)

(
< (hef)[(Al) - (ze1)
Entsprechend auch mit h* f = h . Die Implikation < ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung. Sei nun h
ein Zustand mit hx g = ¢g*h = h . Dann gilt mit = = (id ®h)A(a)
(id ®9)A(z) = (id @g)A(d ®h)A(a) = (id ®g)(id ®h)(A @ id)A(a)
= ([d®h ® g)(A ®id)A(a) = (i[d®h ® g)(i[d ®A)A(a) = (id@(h * g))Aa) = .

(A(z)— (z®1))] =0 Vac A mit z=(idoh)Aa)
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Damit folgt aber mit y = A(z) —z®1
(h®@g)(y"y) = h(ild®yg) (A(z"z) + 2"z @1 - Az")(z @ 1) — (" @ 1)A(x))
— h[(d@g)A( ) + o — ([d@g)A@") 2 — o ((id 2g)A))]
= (h® g)A(z*z) — h(z*z) = (h* g)A(z*x) — h(x*z) = 0.
Wegen a(h® f) < (h®g) folgt die Behauptung aus der oben bewiesenen Implikation. O

Definition 62 (Raum der quadratintegrierbaren Funktionen). Es sei G = (A4, A) eine kompakte Quan-
tengruppe. Weiter sei h der Haarzustand und

Ny :={a€A: h(a*a)=0}.

Dann definiert man "
TR

L*(G) :== A/Ny
wobei ||-||2 die zum Skalarprodukt

(a + Np,b+ Ny) := h(a™b)

assoziierte Norm ist. Man nennt L?(G) auch den Raum der quadratintegrierbaren Funktionen in der
kompakten Quantengruppe G .

Definition 63 (reduzierte Quantengruppen). Eine kompakte Quantengruppe nennt man reduziert,
wenn

N, =0
fiir den Haarzustand h gilt.

Beispiel. Wir betrachten wieder eine diskrete Gruppe. Wir haben bereits bewiesen, dass die Abbildung
h:CHG)—=C Ly e,

ein reduzierter Haarzustand ist. Wenn wir nun die Vervollstindigung von C}(G) unter dem von h
induzierten Skalarprodukt
Cr(G)x CiHG) > C (Lg, Ly) = sy

bilden, erhalten wir
L*(G) ~ *(G) = L*(G)

fiir die kompakte Quantengruppe G = (C*(G),A) .

Das folgende Resultat haben wir vollstindig bewiesen.

Satz 64. Kommt G = (C(G),A) bereits von einer diskreten Gruppe G , so gilt L*(G) ~ L*(G) und
G st reduziert.

Wir kénnen auch noch entsprechendes fiir kompakte Gruppen formulieren.

Lemma 65. Kommt G = (C(G),A) bereits von einer kompakten Gruppe G , so gilt L*(G) ~ L*(G)
und G ist reduziert.

Beweis. Es ist nur L?(G) ~ L?(G) zu zeigen. Dies ist aber klar, weil C(G) dicht in L?(G) ist. O

Was man nun machen kdnnte ist das Theorem von Peter-Weyl zu verallgemeinern. Dies ist aber, weil ich so
viele Grundlagen machen musste nicht in der Zeit moglich gewesen. Dazu hétte man noch Kodarstellungen
machen miissen.

Im Folgenden, weil es nicht mehr zum Vortrag gehort, werden wir keine Beweise geben und keine Zwi-
schenresultate darlegen. Der interessierte Leser sei auf die Veroffentlichungen der Entwickler der Theorie
verwiesen.
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3 Ausblick

Wir fithren nun die Quantengruppen nach Woronowicz ein. Diese verallgemeinern die Pontryagin-Dualitét
im Sinne der Topologie und der Gruppen. Was ist aber mit der Maftheorie? Das Verhiltnis zur Mafstheo-
rie von Quantengruppen nach Woronowicz ist bis heute ungeklirt. Eine Variante von Quantengruppen
erwdhnen wir auch noch. Diese verallgemeinern die Dualitidt auch auf mafitheoretische Weise und bettet
sich gut in die Dualitdt von Woronowicz ein.

Dieser Teil ist ein reiner Ausblick. Urspriinglich war die Idee des Vortrages aber diesen Abschnitt zu
erkldren. Hier finden sich aber keine Beweise oder weiterfithrende Erkldrungen. Dafiir sei wieder auf
Verdffentlichungen und das Buch von Timmermann verwiesen.

3.1 Definition multiplikativ unitdrer Elemente

Wir betrachten nun vorerst eine lokal kompakte Gruppe G . Dann gibt es bekanntlich ein linksinvariantes
Haarmafs . Uber dies ldsst sich definieren

We : L2(G,p) © L2(G,p) = LX(G,p) @ LX(G, ) flz,y) = flz, 2™ 'y).

Wegen
(Weaf,g) = // f(x, 2 y)g(z, y) dyde = //f(%y)g(%fcy) dydz = (f, W¢g)

ist Wg ein unitirer Operator auf L2(G, ) ® L?(G, p) ~ L*(G x G, pu x 1) , welcher als Kac-Takesaki-
Operator bezeichnet wird.

Definition 66. Im folgenden bezeichnen wir mit % : H @ H — H ® H den Flipoperator, welcher die
Elementartensoren hy; ® he auf hg ® hy = ¥ (hy ® hy) abbildet. Seinun T : H® H — H® H ein
beliebiger Operator. So definiert man

Thoy=T®idg : HOH®H +H®H®H
Tios =idg@T :HOH®H - H®H®H
Ths = (E®idy) (idg @T) (X®idy) : HOH®H — H® H® H.

Mit dieser Notation an der Hand kann man nun die Assoziativitat in W = W kodieren. Anschaulich
kann man sich das so vorstellen, dass die Existenz der Inversen bereits fiir den Nachweis gebraucht hat,
dass W unitdr und wohldefiniert ist. Darin ist also die Existenz der Inversen bereits in gewissem Sinn
kodiert. Nun wieder zur Assoziativitét. Diese liefert fiir den Kac-Takesaki-Operator W die sogenannte
Pentagon-Gleichung

Wi, W1 3)Wiz,3) = Wia 31W[q o).

Wir sollten also solche Abbildungen untersuchen.

Definition 67 (multiplikative unitdre Elemente). Ein stetiger unitdrer Operator W € B(H ® H) ,

welcher die Pentagongleichung
Wity Wia 3y W2 3) = W2 51 Wiy )

erfiillt, nennt man ein multiplikatives unitédres Element. Man nennt die multiplikativen unitéren
Elemente kokommutativ, falls W, 3 mit Wy o kommutiert und kommutativ, falls Wi, 3 mit
Wiz,3) kommutiert.

Wie man sofort sieht ist W ein kokommutatives multiplikatives unitires Element. Dies hat anschaulich
damit zu tun, dass es sich um einen kommutativen Raum handelt. Es ist weiter W genau dann
kommutativ, wenn die lokal kompakte Gruppe G kommutativ ist.

Wir werden sehen, dass wir aus Wg die Gruppe G rekonstruieren kénnen. Wir kénnen mehr noch
beweisen, dass im Wesentlichen jedes kokommutative multiplikative unitire Element von einer lokal kom-
pakten Gruppe kommt.

Dazu kommen wir auf einen neuen Begriff. Um heuristisch zu erkléren, warum dies nun der richtige Begriff
ist, wiirde ich viel zu lange ausholen miissen. Der Leser sei also dazu aufgefordert dies als ein notiges
Ubel und technische Voraussetzung wahrzunehmen.
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Definition 68 (modulare multiplikative unitére Elemente). Ein multiplikatives unitares Element W €
B(H®H) heift modular, falls es zwei positive, injektive und selbstadjungierte Operatoren @ : D(Q) —

H, Q:D (Q) — H und einen unitiren Operator V auf H ® H gibt, so dass

LW (QeQ)W=Q0®Q ud
2. fiir jedes hi,hy € H , jedes di € D(Q) und jedes dy € D (Q71)

(h1 @ dy, W(hy @ d2)) = (h1 © Qd1,V (ha ® Q7 'd3))

gilt. Weiter nennt man W beherrschbar, wenn man @ = Q wahlen kann.

Satz 69 (Beherrschbarkeit kommutativer und kokommutativer multiplikativer unitiarer Elemente). Es sei
W ein kommutatives oder kokommutatives multiplikatives unitires Element. Dann ist W beherrschbar.

3.2 Quantengruppen nach Woronowicz

Definition 70 (normale Funktionale). Ein normales Funktional auf B(H) ist eine lineare Abbildung
A : B(H) — C fiir welche es Elemente (2, )nen, (Yn)nen € £2(N, H) mit

o0

ANT) = (@n, Tyn)

n=1
fir alle T € B(H) gibt. Die Menge der normalen Funktionale von B(H) bezeichnen wir mit B(H). .

Satz 71 (C*-Bialgebren assoziiert zu modularen multiplikativen unitiren Elementen). Es sei W ein
modulares multiplikatives unitdres Element auf H . Dann ist

AW) = {(ild®@9)(W) [ ¢ € B(H).} " bzw. A(W) := {(¢ ©1d)(W) [ ¢ € B(H).}

zusammen mit A R R .
Aw : A(W) = M (A(W) ® A(W)) . T W (1oT)W

bzw. mit
Ag : AW) > M(AW) @ AW)), T—WT®1W*

eine bivereinfachbare C*-Bialgebra. Weiter ist
We M (A(W) ® A(W)) .

Man nennt die C*-Bialgebra A(W) das linke Bein von W und A(W) das rechte Bein von W .

Definition 72 (Quantengruppen von Woronowicz). Eine C*-Bialgebra (A, A) nennt man eine Quan-
tengruppe nach Woronowicz, falls es eine modulare multiplikative Einheit W gibt, so dass (4, A)
als C*-Bialgebra isomorph zum linken Bein

von W ist.
Es gibt aber verschiedene ,Realisierungen® des linken Beins. So gibt es von Neumann-algebraische Ver-
sionen, sowie universelle Versionen von Quantengruppen. Wir haben hier die reduzierte C*-algebraische

Version gesehen. All diese sind ein und dieselbe Seite einer Medaille, der zugrunde liegenden abstrakten
Quantengruppe.

3.3 Dualitatstheorem

Definition 73 (duale Quantengruppe). Es sei W ein multiplikatives modulares unitéres Element. Dann
ist das duale multiplikative unitire Element W := XW*Y .

- 929 -



10.2.2012 Seminar Harmonische Analyse

Satz 74 (Modulare multiplikative unitire Elemente unter Dualitéit). Es sei W ein modulares bzw.
beherrschbares multiplikatives unitdres Element. Dann ist auch W°P auch ein modulares bzw. beherrsch-
bares multiplikatives unitdres Element. Weiter sind das linke (bzw. rechte) Bein von W und das rechte
(bzw. linke) Bein von W°P identisch.

Theorem 75 (Existenz der dualen Quantengruppe). Es sei W ein modulares multiplikatives Element.
Und G = (A,A) die assoziierte C*-Bialgebra (das linke Bein von W ). Dann hdngt (bis auf Isomorphie)
G (das rechte Bein von W ) nur von G und nicht von W ab.

Theorem 76 (verallgemeinerte Pontryagin-Dualitéit). Es ist G kanonisch isomorph zu G . Fir Quan-
tengruppen, welche kommutativ und kokommutativ sind, entspricht dies der gewéhnlichen Pontryagin-
Dualitdt.

3.4 Nicht-kommutative Maltheorie

Wir haben, so kann man annehmen, bereits die Maftheorie auf nicht-kommutative Rdume {ibertragen.
Dies ist aber nicht ganz richtig. Wir haben nur die endlichen Mafie {ibertragen. Bei nicht-kompakten
Gruppen sind diese aber nicht endlich. Der richtige Begriff, welchen wir suchen sind die Gewichte.

Definition 77 (Gewichte). Essei A eine C*-Algebra, dann nennt man eine Abbildung w : AT — [0, o0
ein Gewicht, wenn

w(a +b) = w(a) + w(b)
w(Aa) = dw(a)
fiir a,b€ AT und A >0 gilt. Wir bezeichnen mit

M} :={a€ A" :w(a) < 0}

die Menge der positiven integrierbaren Funktionen und mit M,, (die Menge der integrierbaren Funktio-
nen) die lineare Hiille von M . Das Gewicht heift treu, falls

N,:={a€ A: w(a*a) =0}

nur aus der Null besteht. Wir sagen w ist dicht definiert, wenn M, dicht in A ist und sagen w ist
unterhalb halbstetig, falls
lim infw(b) > w(a)

beAt

fiir alle a € AT gilt.

Dies wére nun schon ein adiquater Begriff eines Mafies (genauer des zugehorigen Integrals). Aber die
Nicht-Kommutativitidt innerhalb des Mafles ist zu gewaltig. Diese muss einer gewissen Kontrolle unter-
liegen. Diese Kontrolle liefert eine einparametrige Gruppe.

Definition 78 (Norm-stetige einparametrige Gruppe). Ein Gruppenhomomorphismus o : R — Aut(A)
nennt man eine Norm-stetige einparametrige Gruppe, falls ¢ +— o4(a) € A fiir alle a € A stetig
beziiglich der Norm ist. Es bezeichne

S(z)={y€C: [Imz| > [Imy|}

einen horizontalen Streifen. Findet man eine Norm-stetige Abbildung &(a) : S(z) — A, welche im
Inneren von S(z) holomorph ist und mit o(a) auf der reellen Achse iibereinstimmt, dann schreibt man
0.(a) :==6,(a) und nennt dies die analytische Erweiterung.

Diese Gruppen lassen wir die Nicht-Kommutativitdt innerhalb des Mafses kontrollieren. Dies fiihrt zu
KMS-Gewichten. Fiir KMS-Gewichte ldsst sich nun tatsichlich eine Maftheorie aufbauen. Es gelten
Resultate wie Radon-Nikodym auch in diesem Bereich. Dies sind starke Indizien, dass dies der richtige
Begriff ist.

Definition 79 (KMS-Gewicht). Ein unterhalb halbstetiges treues Gewicht w : AT — [0,00] heift
KMS-Gewicht (Kubo-Martin-Schwinger-Gewicht), falls es eine einparametrige Norm-stetige Gruppe
o:R — A gibt, sodass
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e wo;=w fluralle t€ R und

o fiiralle a € A, fiir die 0;(a) definiert ist, auch w(a"a) =w (a' (a) (U%‘(G))*> gilt.

(M

Man nennt ¢ eine modulare Gruppe von w .

3.5 Lokal kompakte reduzierte C*-algebraische Quantengruppen

Wir wollen nun eine Art Haargewichte einfiihren.

Definition 80 (Haargewichte). Essei (A4,A) eine C*-Bialgebra und w ein KMS-Gewicht auf A . Man
nennt w linksinvariant, falls
w((r®id)A(x)) = w(x)

fiir alle Zustéinde 7 und alle z € M gilt. Genauso nennt man w rechtsinvariant, falls
w((ider)A(z)) = w(z)

fiir alle Zustinde 7 und alle x € M gilt.

Da man bisher nicht in der Lage war die Existenz von Haargewichten unter geeigneten Annahmen zu
zeigen, werden diese axiomatisch gefordert.

Definition 81 (lokal kompakte reduzierte C*-algebraische Quantengruppe nach Kustermans und Vaes).
Eine bivereinfachbare C*-Bialgebra (A, A) nennt man eine lokal kompakte C*-algebraische redu-
zierte Quantengruppe, wenn es ein linksinvariantes unterhalb halbstetiges treues KMS-Gewicht und
ein unterhalb halbstetiges treues rechtsinvariantes KMS-Gewicht gibt.

Lemma 82 (Eindeutigkeit von Haargewichten). Die KMS-Gewichte aus der Definition von lokal kom-
pakten C*-algebraischen reduzierten Quantengruppen sind bis auf ein Vielfaches eindeutig bestimmi.

Satz 83 (lokal kompakte Quantengruppen sind Quantengruppen nach Woronowicz). FEine lokal kompakte
C*-algebraische reduzierte Quantengruppe ist eine Quantengruppe nach Woronowicz, welche von einer
beherrschbaren multiplikativen unitaren Einheit kommdt.

Ob auch eine Umkehrung davon (eventuell unter geeigneten Zusatzbedingungen) gilt, ist unklar. Dies
wére eine Art Existenz von Haargewichten.

Theorem 84 (Dualitit und Quantengruppen). Das Woronowicz-Dual einer C*-algebraischen lokal kom-
pakten reduzierten Quantengruppe ist eine lokal kompakte reduzierte C*-algebraische Quantengruppe.

Insbesondere hat man nun eine Dualitdt fiir Gruppen, welche nicht nur topologisch, sondern auch mafs-
theoretisch ist.

3.6 Morphismen

Das erklérte Ziel der Theorie ist es die Pontryagin-Dualitit zu verallgemeinern. Damit muss man aber auch
geeignete Morphismen finden, welche die Dualitdt zu einem Funktor machen. Mit solchen Morphismen
hat sich insbesondere auch Woronowicz beschéftigt. An dieser Stelle wollten wir nur zur Vollsténdigkeit
darauf hinweisen, dass man diese auch noch zu untersuchen hat. Ein Leser sei dann wie immer auf die
Literatur verwiesen.
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