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20. Eine Verallgemeinerung des Satzes aus der Vorlesung? Sei V ∈ C2(Rn;R). Wir nehmen an,
dass V in x ∈ Rn ein isoliertes Minimum besitzt, d.h. V besitzt in x ein lokales Minimum
und es gibt eine Umgebung um x, in der x das einzige lokale Minimum ist. (1)

Zeige oder widerlege: x ist ein asymptotisch stabiler Gleichgewichtspunkt des Gradienten-
systems ẋ(t) = − gradV (x(t)).

21. Der Satz von Peano. Beweise mit Hilfe des Schauderschen Fixpunktsatzes den Satz von
Peano: (+2)

Sei U ⊂ R1+n offen und f : U → Rn stetig. Dann besitzt für alle (t0, x0) ∈ U das
Anfangswertproblem {

ẋ(t) = f(t, x(t))

x(t0) = x0

eine lokale Lösung.

Hinweis: Schreibe die Differenzialgleichung in ein Fixpunktproblem um. Versuche dann
den Schauderschen Fixpunktsatz anzuwenden. Du kannst Dich hierbei teilweise am Beweis
des EES orientieren. Hier noch die Aussage des Schauderschen Fixpunktsatzes:

Sei (V, ‖·‖) ein normierter Vektorraum und C ⊂ V konvex. Sei T : C → C eine stetige
Selbstabbildung, für die TC in einer kompakten Teilmenge von C enthalten ist. Dann gibt
es ein x ∈ C mit Tx = x, d.h. T besitzt einen Fixpunkt.

Für die Kompaktheitsaussage ist der Satz von Arzelà-Ascoli hilfreich:

Sei (K, d) ein kompakter metrischer Raum und F ⊂ C(K) eine Teilmenge der stetigen
skalarwertigen Funktionen auf K, versehen mit der Supremumsnorm. Dann ist F genau
dann relativ kompakt in C(K) (d.h. der Abschluss von F ist kompakt), wenn die folgenden
zwei Bedingungen erfüllt sind:

• F ist punktweise beschränkt, d.h. die Mengen {f(x) : f ∈ F} sind für alle x ∈ K
beschränkt.

• F ist gleichgradig stetig, d.h. für alle x ∈ K und für alle ε > 0 gibt es ein δ > 0 so,
dass für alle y ∈ K mit d(x, y) ≤ δ gilt

|f(x)− f(y)| ≤ ε ∀f ∈ F.

Wir wünschen Euch schöne Weihnachten und einen guten Start ins neue Jahr!

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws13/dynamischesysteme.html


