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25. Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum. Wir haben in der Vorlesung gesehen, dass für f ∈M+(Ω,Σ) (4)
die Abbildung ν : Σ→ R≥0 gegeben durch

ν(A) =

∫
Ω
1Af dµ

ein Maß definiert. Zeige, dass für g : Ω → R messbar g ∈ L1(Ω,Σ, ν) genau dann, wenn
fg ∈ L1(Ω,Σ, µ) und dass in diesem Fall∫

Ω
g dν =

∫
Ω
fg dµ.

26. Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und f : Ω→ R messbar. Dann heißt f∗(µ) die Verteilung von f .

(a) Für n ∈ N und p ∈ [0, 1] sei Ω = {0, . . . , n}, Σ = P(Ω) und µ : Σ → [0, 1] gegeben (2)
durch

µ =

n∑
k=0

(
n

k

)
pk(1− p)n−kδk.

Ferner sei f : Ω→ R die natürliche Inklusion. Berechne für t ∈ R∫
R

exp(itx) d(f∗(µ)).

(b) Wir sagen, dass die Verteilung f∗(µ) absolut stetig ist, falls es ein g ∈M+(R,B(R)) (1)
gibt mit

f∗(µ)(A) =

∫
R
1Ag dλ für alle A ∈ B(R).

Zeige, dass in diesem Fall für alle h ∈ L1(R,B(R), f∗(µ))∫
Ω
h ◦ f dµ =

∫
R
hg dλ.

27. Definiere auf [0, 1] die Funktion f0(x) = x und induktiv für n ∈ N Funktionen fn : [0, 1]→ R
durch

fn+1(x) =


1
2fn(3x) für x ∈ [0, 1/3)
1
2 für x ∈ [1/3, 2/3]
1
2 + 1

2fn(3x− 2) für x ∈ (2/3, 1]

.

(a) Zeichne die Graphen von f1, f2 und f3. (2)

(b) Zeige, dass f(x) := limn→∞ fn(x) für alle x ∈ [0, 1] existiert und eine stetige Funktion (3)
definiert. Man nennt f die Cantor-Funktion.

(c) Zeige, dass f bis auf eine Nullmenge N differenzierbar ist. Sei g : [0, 1] → R mit (3)
g = f ′ auf [0, 1] \N . Zeige, dass g ∈ L1([0, 1],L([0, 1]), λ), aber

f(x) 6=
∫

[0,1]
1[0,x]g dλ.
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