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32.

33.

34.

Sei (2, %, i) ein Makraum. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass L'(Q, 2, u) ein Banachraum
ist. Zeige, dass dies im Allgemeinen falsch ist, falls man in der Definition von L' Lebesgue-
integrierbar durch Riemann-integrierbar ersetzt.

Hinweis: Verwende ein Beispiel aus der Vorlesung oder betrachte eine Funktion mit einer
Singularitat.

Sei (€2, %, 1) ein Mafraum. Wie in der Vorlesung kann man auch fiir p € (0,1) die Rdume
LP(§2, %, p) definieren (mit der analogen Wahl von |-[|,). Zeige, dass diese jedoch keine
Banachraume definieren.

Hinweis: Ist LP(£2, X, 1) fir diese Wahlen von p ein normierter Vektorraum?

Wir haben zwei natiirliche Mafsrdume iiber den reellen Zahlen kennengelernt. Einerseits
haben wir (R, B(R), \), die Borelmengen mit dem Lebesgue-Maf, und andererseits deren
Vervollstindigung (R, £(R), \). Wir haben also eine gewisse Wahlfreiheit, was wir mit einer
messbaren Funktion f: R — R meinen.

Sei f:[0,1] — [0,1] die Cantor-Funktion aus Aufgabe 27 und g: [0,1] — [0, 1] gegeben
durch g(z) = 4(z + f(z)). Untersuche fiir alle vier Kombinationsméglichkeiten aus den
Mafriumen ([0, 1], B([0,1]), A) und ([0, 1], £(]0,1]), X), ob die Funktion g~! messbar ist.
Hinweis: Verwende die Ergebnisse aus Aufgabe 27. Zeige und benutze, dass jede Menge
A € L(R) mit A(A) > 0 eine Teilmenge besitzt, die keine Lebesgue-Menge ist.

Bemerkung: Eine Funktion f: R — R heifit Borel-messbar, falls f~1(A) € B(R) fiir
alle A € B(R) und Lebesgue-messbar, falls f~1(A) € L(R) fiir alle A € B(R). Wir haben
in der Vorlesung und in Aufgabe 28 gesehen, dass jede Riemann-integrierbare Funktion
Lebesgue-messbar, aber im Allgemeinen nicht Borel-messbar ist.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws14/massth1415.html
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