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Klausur Mafstheorie

1. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen. Achte dabei auf vollstdndige Argumentationen.

Aussagen aus der Vorlesung und den Ubungen diirfen verwendet werden. Beachte, dass es
nur Punkte fiir die korrekte Argumentation und nicht fiir die Wahr-/ Falsch-Aussage gibt.

(a) Sei f: R — R eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Dann ist f
(Borel-)messbar.

(b) Die Menge B(R) ist abzahlbar.

(¢) Sei p das Zahlmaf auf N und f: N — R definiert durch f(n) = 27" fiir alle n € N.
Dann ist fN fdp=1.

(d) Sei p = dp das auf B(R) definierte Dirac-Maf in der Null. Dann gibt es eine Funktion
f e LY R,B(R),\) mit u(A) = [, fd fiir alle A € B(R), wobei A das Lebesgue-Maf
A

bezeichnet.
(e) Seien n,m € N und T: R® — R™ linear. Dann ist T' (Borel)-messbar.

(f) Die Folge (fn)nen definiert durch f,(xz) = 2™ konvergiert in LP([0, 1], B([0,1]), A) (A
Lebesgue-MaR) fiir alle p € [1,00).

(g) Sei p ein endliches Borelmaf auf R. Dann definiert « — ([0, z)) eine stetige Funktion
R — R.

(h) Sei A das Lebesgue-Mafs auf R. Wir definieren durch
u(A) = / 2 d\(z) fir A € B(R)
A

ein Borelmaf auf R. Dann liegt f(z) = 27! in L>®(R, B(R), ).

(i) Seien f,g: R — R Borel-messbar. Dann ist auch die Funktion (z,y) — g(x — y) f(y)
als Abbildung R? — R Borel-messbar.

(j) Betrachte den Messraum ([0, 1], B(]0,1])) mit dem Lebesgue-Maf A. Dann gibt es

eine positive messbare Funktion f: [0,1] — R mit

f e LP([0,1],B([0,1]),A) < pe(2,4).

2. Sei (©2,%) ein Messraum und p: ¥ — [0, 00] eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaf-

ten:

() ) =0.
(i) pw(AUB)=u(A)+ u(B) fiir A,B€ ¥ mit ANB = 0.
(iii) Seien (Ag)keny C X mit Ay C Agyq fir alle £ € N und A = UgenAg, so folgt
limg 0 p(Ax) = p(A).

Zeige, dass dann p ein Mafs ist.
. Fir n € N bezeichne A\gn das Lebesgue-Maf auf R™. Gebe jeweils fiir beide Seiten der

untenstehenden Aussagen die Definitionen aus der Vorlesung und beweise diese anschliefsend
vollstéandig.
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(a) Es gilt B(R?) = B(R) @ B(R).
(b) Es gilt Agz = Agr ® Ag.

. Sei f: R — Rx¢ eine Funktion in £!(R, B(R), \g). Zeige, dass A = {(z,y) € R? : y €
[0, f(2)]} € B(R?) und

Apz(A) = /]R fdg.

Fiir n € N bezeichnet hierbei Az~ das Lebesgue-Maf auf R™.
. Seip € [1,00). Wir betrachten den Raum LP = LP(]0, 1], B(]0, 1]), A) mit dem Lebesgue-Maf

(a) Zeige mit einer Skizze, dass es fiir 0 < a < b < 1 eine Folge (fn)nen C C[0, 1] mit
fn — ]l[a,b) in LP gibt.

(b) Zeige, dass es fiir jedes A € B([0,1]) eine Folge (fn)nen C C[0,1] mit f,, — 14 in LP
gibt.

(c) Folgere, dass C]0, 1] dicht in LP liegt.
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