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Losungen zur Klausur Malfstheorie

1. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen. Achte dabei auf vollstdndige Argumentationen.

Aussagen aus der Vorlesung und den Ubungen diirfen verwendet werden. Beachte, dass es

nur Punkte fiir die korrekte Argumentation und nicht fiir die Wahr-/ Falsch-Aussage gibt.

(a)

Sei f: R — R eine Funktion, die nur endlich viele Werte annimmt. Dann ist f
(Borel-)messbar.

Losung: Die Aussage ist falsch. Nach der Vorlesung gibt es eine Teilmenge A C R,
die keine Borelmenge ist. Betrachte nun die Funktion f = 1 4. Diese nimmt nur zwei
verschiedene Werte an. Nach der Vorlesung ist die Funktion f genau dann messbar,
wenn A eine Borelmenge ist. Also ist f nicht messbar. Alternativ kann man auch
direkt zeigen, dass f nicht messbar ist oder auf eine Ubungsaufgabe verweisen (3
Punkte fiir ein richtiges Beispiel, 2 Punkte fiir die Begriindung).

Die Menge B(R) ist abzdhlbar.

Losung: Die Aussage ist falsch. So ist etwa {z} € B(R) fiir alle z € R nach der
Vorlesung (da die Menge abgeschlossen oder alternativ abzéhlbar ist) und die Menge
{{z} : x € R} € B(R) ist nach Analysis I tiberabzéhlbar, da R iiberabzdhlbar ist (3
Punkte fiir ein richtiges Beispiel, 2 Punkte fiir die Begriindung).

Sei p das Zahlmaf auf N und f: N — R definiert durch f(n) = 27" fiir alle n € N.

Dann ist fN fdp=1.

Loésung: Die Aussage ist richtig. Nach den Ubungen gilt fiir das Integral (4 Punkte
fiir die erste Gleichheit, 1 Punkte fiir den Wert)

/Nfdu:;2 =1.

Alternativ kann man das Integral wie in den Ubungen auch erst fiir abgeschnittene
Folgen berechnen (2 Punkte) und dann mit Beppo Levi zum Grenzwert iibergehen
(2 Punkte).

Sei p = &g das auf B(R) definierte Dirac-Maf in der Null. Dann gibt es eine Funktion
f e LYR,B(R),\) mit u(A) = [, fdA fiir alle A € B(R), wobei A das Lebesgue-Maf
bezeichnet.

Losung: Die Aussage ist falsch. Angenommen es gibt eine solche Funktion f: R — R.

Dann gilt

L=p({0}) = [ fdr=0,
{0}

da das Lebesgue-Integral tiber eine Nullmenge verschwindet, was offensichtlich ein
Widerspruch ist (2 Punkte fiir die erste, 3 Punkte fiir die zweite Gleichheit).

Seien n,m € N und 7': R — R™ linear. Dann ist 7' (Borel)-messbar.

Losung: Die Aussage ist wahr. Nach Analysis II ist jede lineare Funktion stetig (3
Punkte). Also ist 7" insbesondere nach den Ubungen messbar (2 Punkte).



(f)

Die Folge (fn)nen definiert durch f,,(x) = ™ konvergiert in LP([0, 1], B([0, 1]), A) (A
Lebesgue-Maf) fiir alle p € [1, 00).

Losung: Die Aussage ist richtig. Die Folge konvergiert gegen die Nullfunktion in
LP. Dies kann man entweder iiber den Satz von Lebesgue oder durch eine direkte
Rechnung zeigen. Um den Satz von Lebesgue anwenden zu koénnen, stellt man fest,
dass fn, — Typ punktweise konvergiert (2 Punkte) und durch die Einsfunktion
majorisiert ist (2 Punkte). Die Aussage folgt nun aus

Tim |f, " d = /[ Ty i =0,
da das Lebesgue-Integral iiber Nullmengen verschwindet (1 Punkt fiir die letzte
Gleichheit).
Bei der direkten Rechnung stellt man fest, dass |f,| stetig und damit Riemann-
integrierbar ist. Nach der Vorlesung stimmen Lebesgue- und Riemannintegral {iberein
(2 Punkte) und man kann letzteres iiber den Hauptsatz berechnen. Man erhélt so (2
Punkte fiir die Rechnung, 1 Punkt fiir den Grenzwert)

1
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Sei p ein endliches Borelmaf auf R. Dann definiert « +— ([0, z)) eine stetige Funktion
R — R.

Losung: Die Aussage ist falsch. Betrachte etwa das Dirac-Maf p = §; &hnlich wie
in Teilaufgabe (d). Dann gilt (3 Punkte fiir ein richtiges Beispiel, 2 Punkte fiir die
Begriindung)

L= lim p([0,1+1/n)) # u([0,1)) = 0.
Sei A das Lebesgue-Mafs auf R. Wir definieren durch

((A) = /A z?d\(z)  fiir A € B(R)

ein Borelmaf auf R. Dann liegt f(z) = 27! in L%®(R, B(R), ).
Losung: Die Aussage ist falsch. Sei N € N beliebig. Dann ist

p{z € R:|f(z)] > N}) = u((~1/N,1/N)) = /
(~1/N,1/N
1 1

2
3 +3 3

keine Nullmenge beziiglich dem Mafs p. Also ist f nicht wesentlich beschrénkt und
damit liegt f (bzw. der Reprasentant von f) nicht in L> (3 Punkte fiir die Abschét-
zung der Niveaumengen, 2 Punkte, falls die Definition von wesentlich beschréankt
richtig verstanden und angewandt).

Seien f,g: R — R Borel-messbar. Dann ist auch die Funktion (z,y) — g(z — y)f(v)
als Abbildung R? — R Borel-messbar.

Losung: Die Aussage ist richtig. Da das Produkt zweier messbarer Funktionen wieder
messbar ist (1 Punkt), reicht es die Messbarkeit der einzelnen Faktoren zu zeigen.
Nach Voraussetzung ist die Funktion y ~ f(y) messbar. In den Ubungen haben wir
gezeigt, dass dann auch h: (z,y) — f(y) messbar ist (2 Punkte). Alternativ folgt
dies auch sofort aus

A1 (A) =R x f~1(A) € B(R) x B(R) C B(R) ® B(R) = B(R?).

Zudem ist die Funktion (x,y) — = — y stetig und damit messbar (1 Punkte). Somit
ist die Funktion (z,y) — g(z — y) als Komposition messbarer Funktionen ebenfalls
messbar (1 Punkt).



(j) Betrachte den Messraum ([0, 1], B([0,1])) mit dem Lebesgue-Maf A. Dann gibt es
eine positive messbare Funktion f: [0,1] — R mit

feLP(0,1],B([0,1]),\) < pe(2,4).

Losung: Die Aussage ist falsch. Nach den Ubungen haben wir fiir die LP-Réume die
Inklusion L?(]0,1], B([0,1]),\) € L*(]0,1], B([0,1]), \) fiir alle p > 1 (3 Punkte), da
der Mafraum endlich ist (2 Punkte). Somit kann die obere Bedingung nicht erfiillt
sein.

2. Sei (2,%) ein Messraum und p: ¥ — [0, 00| eine Abbildung mit den folgenden Eigenschaf-

ten:
(i) u(0)=o.
(i) u(AUB)=pu(A)+ p(B) fir A,B€ X mit AnB =0.
(iii) Seien (Ag)gen C X mit Ay C Agyq fiir alle £ € N und A = UgenAg, so folgt
limg 00 u(Ax) = p(A).
Zeige, dass dann p ein Mafs ist.

Losung: Nach der Definition eines Mafses aus der Vorlesung bleibt noch zu zeigen, dass (2
Punkte)

ﬂ(U An> => w(An)  fiir A, € 3 mit A, N Ay, = 0 fiir 0 # m.
neN n=1

Seien also (Ap)nen C X solche Mengen. Fiir k € N setzen wir By, = UﬁzlAn € 3 (2 Punkte).
Dann gilt offensichtlich By C By fiir alle & € N (1 Punkt) und UgenBr = Upen4y, (1
Punkte). Zudem folgt durch mehrfaches Anwenden von (ii), dass u(Bg) = SF_, u(A,) (2

Punkte). Mit (iii) erhalten wir nun also (2 Punkte fiir das richtige Anwenden von (iii))

k
u (U An) =y <U Bk) = lim ju(By) = lim p (U An>

neN keN n=1

k [e'S)
= lim 3" (An) = 3 ()
n=1 n=1

. Fir n € N bezeichne A\grn das Lebesgue-Maf auf R". Gebe jeweils fiir beide Seiten der

untenstehenden Aussagen die Definitionen aus der Vorlesung und beweise diese anschliefsend
vollstéandig.

(a) Es gilt B(R?) = B(R) ® B(R).

Lésung: Die linke Seite B(R?) ist die kleinste o-Algebra iiber R?, die alle offenen
Mengen von R? (beziiglich der euklidischen Metrik) enthilt (2 Punkte). Die rechte
Seite ist die kleinste o-Algebra iiber R?, die alle Produkte der Form A x B fiir
A, B € B(R) enthélt (2 Punkte).

Wir zeigen nun die beiden nétigen Inklusionen. Beachte, dass nach der Vorlesung
B(R?) von allen halboffenen Rechtecken der Form [a,b) X [c,d) mit reellen Zahlen
a < bund ¢ < d erzeugt wird (2 Punkte). Eine analoge Aussage gilt auch fiir B(R).
Sei also nun A = [a,b) x [c,d) € B(R?) wie oben. Da halboffene Intervalle in B(R)
liegen, folgt direkt aus der Definition der Produkt-o-Algbra, dass A € B(R) @ B(R)
(1 Punkt). Da Rechtecke dieser Form B(R?) (also dies die kleinste o-Algebra ist, die
alle halboffenen Rechtecke enthiilt), folgt direkt B(R?) € B(R) ® B(R) (1 Punkt).



Sei nun umgekehrt O; x Oy C B(R) ® B(R) mit O1,02 C R offen. Dann ist auch
O1 x Og C R? offen und damit O x Oy C B(R?) (1 Punkt). Da per Definition solche
Produkte von offenen Mengen B(R) ® B(R) erzeugen, folgt die umgekehrte Inklusion
B(R) ® B(R) C B(R?) (1 Punkt).

(b) Es gilt A\g2 = A\g ® Ag.
Lésung: Die linke Seite Ag2 ist nach Definition das (eindeutige) Borelmaf auf R?,
das
Arz([a,b) x [¢,d)) = (b—a) - (d—¢)
fir alle halboffenen Rechtecke wie in Teil (a) erfiillt (2 Punkte). Die rechte Seite ist
das eindeutige (da (R, B(R), \) o-endlich) Mafl mit

AR ® )\R(A X B) = )\R(A) . )\R(B)

fiir alle A, B € B(R) (2 Punkte).

Fiir die Gleichheit beachte, dass beide Make auf B(R?) nach dem ersten Teil definiert
sind, es macht also prinzipiell Sinn nach der Gleichheit zu fragen (2 Punkte). Seien
nun a < b und ¢ < d reelle Zahlen. Dann gilt

AR @ Ar([a, b) X [c,d)) = Ar([a, b)) - Ar([c,d)) = (b—a) - (d —¢)

nach der Definition des Produktmafies und des eindimensionalen Lebesgue-Mafes
(141 Punkte). Nach der Vorlesung ist aber A\g2 das eindeutige Maf mit den oberen
Eigenschaften. Hieraus folgt die zu beweisende Gleichheit (2 Punkte).

Alternativ kann man fiir den Schluss auch den Eindeutigkeitssatz fiir Mafse be-
nutzen. Hierzu verwendet man die oben nachgerechnete Gleichheit (1+1 Punkte)
zusammen mit der Tatsache, dass die oben betrachteten halboffenen Rechtecke ein
durchschnittsstabiles erzeugendes System von B(R?) bilden (1 Punkt) und dass
offensichtlich U,en[—n,n) x [-n,n) = R? (1 Punkt).

4. Sei f: R — Rxq eine Funktion in £LY(R, B(R), Ag). Zeige, dass A = {(x,y) € R? : y €
[0, f(2)]} € B(R?) und

Ar2(A) = / fdAr.
R
Fiir n € N bezeichnet hierbei Az~ das Lebesgue-Maf auf R™.

Losung: Wir zeigen zuerst die Messbarkeit von A. Betrachte dazu die Funktion g: (y, x) —
y — f(z). Die Funktion f ist als Funktion R — R und damit auch als Funktion R x R — R
in den zwei Variablen messbar (1 Punkt). Analog argumentiert man fiir den Minueden.
Dies zeigt die Messbarkeit von g aufgefasst als Funktion (R x R, B(R) ® B(R)) — (R, B(R))
als Differenz zweier messbarer Funktionen (1 Punkt). Wegen B(R) ® B(R) = B(R?) folgt
nun (1 Punkt)

A =g ((=00,0)) NR x [0,00) € B(R?).

Aus der Definition des Lebesgue-Integrals und aus dem Satz von Fubini (man beachte, dass
der Integrand positiv ist und man den Satz aufgrund der Messbarkeit von A und damit 1 4
in zwei Variablen (!) anwenden darf (1 Punkt)) folgt nun

Ag2(A) = /R2 T4 d\ge = /R/R]l[O,oo)(y)]l{(x,y)ERQ:y<f(a:)}($vy) dA(y) dA(z)

~ [ [ tore@ i@ ax@ = [ AQ. f@) dxe)
RJR R

:/Rf(:c)d)\(x)Z/Rfd)\R

(2 Punkte fiir die erste Gleichheit, 2 Punkte fiir das Umschreiben des Indikators, 2 Punkte
fiir die Darstellung als f am Ende).



5. Seip € [1,00). Wir betrachten den Raum LP = LP(]0, 1], B(]0, 1]), A) mit dem Lebesgue-Maf

A
(a)

Zeige mit einer Skizze, dass es fiir 0 < a < b < 1 eine Folge (fn)nen C C[0, 1] mit
fn— ]l[a,b) in LP gibt.

Losung: Wir verzichten in der Losung auf eine Skizze, skizzieren aber wortlich kurz
die Form. Man kann etwa die Funktionen f,, als stiickweise lineare Funktionen wéhlen,
die konstant den Wert 1 auf dem Intervall [a, b) annehmen und aukerhalb einer immer
kleiner werdenden Umgebung von [a, b) verschwinden. Diese Teile verbindet man
dann linear (mit den offensichtlichen Modifikationen in den Féllen a = 0 oder b = 1)
(5 Punkte fiir eine sinnvolle Skizze).

Dass die so gewéhlten Funktionen (fy,)nen tatsichlich gegen 1,4 in LP konvergieren,

kann man leicht mit dem Satz von Lebesgue priifen (nicht verlangt in der Klausur).

Zeige, dass es fiir jedes A € B([0, 1]) eine Folge (fn)nen C C[0,1] mit f, — 14 in LP
gibt.

Losung: Sei p € [1,00). Wir betrachten das Mengensystem (3 Punkte)
D :={A e B(]0,1]) : es gibt eine Folge (fn)nen C C[0, 1] mit f,, — 14 in LP}.

Nach Teil (a) der Aufgabe enthélt D alle halboffenen Intervalle [a,b) mit 0 < a < b <1
(1 Punkt). Insbesondere ist also die Gesamtmenge [0,1] € D, da 1}y 1) = 1jg 1) in LP

(1 Punkt). Wir zeigen nun, dass D ein Dynkin-System ist. Dazu sei zuerst A € D.

Dann gibt es eine Folge (fn)neny C C[0,1] mit f, — 14 in LP. Fiir A€ gilt damit
Tge=1—-14¢—1—f,
n—oo

in LP. Mit f, ist auch 1 — f,, eine stetige Funktion und damit ist A € D (2
Punkte). Es bleibt noch die Abgeschlossenheit von D beziiglich abzahlbarer disjunkter
Vereinigungen zu zeigen. Seien also (Ag)reny C D paarweise disjunkt. Dann gibt es

Folgen (fin)nen mit fi, — 14, fiir n — oco. Setze A = UpenAy und g, = Lum A,

Mit dem Satz von der dominierten Konvergenz erhélt man

lim 14— gml|’ d)\:/ lim ‘]lui":mHAk pd)\:()-

m—ro0 [0’1] [071} m—r00

Hier haben wir benutzt, dass fir x € [0,1] entweder x ¢ A,, fiir alle m € N oder
x € Ap, fiir ein mg € N und damit wegen der paarweisen Disjunktheit z ¢ A,, fiir
alle m > mg gilt. Somit konvergiert der Integrand auf der rechten Seite punktweise
gegen Null. Wir haben also g,, — 14 in LP fiir m — oo. Sei nun m € N fest. Es gibt
ein ny ,, mit H]lAk — fkmk,me < m™2. Setze h,, = >y Jkny.,, - Offensichtlich ist
h., eine stetige Funktion. Ferner ist fiir alle m € N

m m m
Z]lAk — Jemem| < Z |14, — fk,nkyme < Zm% ——
k=1 k=1 k=1

p k=
Wir erhalten also mit der Dreiecksungleichung

1gm = hmll,, =

limsup |[La — hpll, < limsup [La — gmll, + limsup |[gm — A, = 0.
m—0o0 m—0o0 m—r0o0

Also konvergiert die Folge (hm,)men C C[0, 1] gegen 1 4 in LP. Damit ist UgenAg € D

und D ein Dynkin-System (5 Punkte).

Wir zeigen nun, dass D durchschnittstabil ist. Seien dazu A, B € D. Seien (fy,)nen

und (g, )nen Folgen von stetigen Funktionen mit f, — 14 und g, — 1p in LP. Wir

konnen zusétzlich annehmen, dass 0 < f,,, g, < 1, denn ansonsten ersetzen wir f,

(+20)



durch die stetige Funktion min(1, max(0, f,)), die einen kleineren Abstand zu 1 4
als f, hat. Nun gilt

[Tans = fagnll, = Lals — fugnll, = ILa(lp — gn) + (La — fu)gnll,
< Nallo 1B = gnll, + 14 = fall, llgnll s

Hieraus folgt AN B € D (4 Punkte). Wir haben gezeigt, dass D ein durchschnittstabi-
les Dynkin-System ist. Nach einem Satz aus der Vorlesung ist D also eine o-Algebra
(2 Punkte). Da die halboffenen Intervalle nach der Vorlesung B([0, 1]) erzeugen und
in D liegen, folgt D = B([0, 1]) (2 Punkte). Mit anderen Worten gibt es fiir jedes
A € B([0,1]) eine Folge (fn)nen C C[0,1] mit f, — 14 in LP.

Folgere, dass C[0, 1] dicht in LP liegt.

Losung: Wir zeigen zuerst, dass € dicht in L? liegt (2 Punkte). Sei dazu f € LP.
Nach der Vorlesung gibt es positive monoton wachsende Folgen (g, )nen und (hy)pen
in £, die punktweise fast iiberall gegen f und f~ konvergieren. Wegen |f* — g,| <
ft < |f] folgt aus dem Satz von Lebesgue sofort, dass w, = g, — h, € £ gegen
f in LP konvergiert und dass w, in Standarddarstellung ist, falls g, und h, in
Standarddarstellung sind (letzteres ist nicht wichtig fiir das Argument).
Wir zeigen als néchstes, dass wir Treppenfunktionen beliebig genau in LP durch
stetige Funktionen approximieren konnen (2 Punkte). Sei nun w = Z]kvzl arla, €€
in Standarddarstellung. Nach Teil (b) gibt es fiir k = 1,..., N stetige Funktionen wy, ,,
mit wy , — 14, in LP fiir n — oco. Aus der Dreiecksungleichung folgt dann sofort,
dass die stetige Funktionen w,, = chvzl axwg,y, fiir n — oo gegen w konvergieren.
Wir kénnen nun den Beweis abschliefien (mit neuen Bezeichnungen). Sei f € LP und
€ > 0. Nach dem ersten Teil gibt es ein h € & mit ||f — A[[, < /2. Nach dem zweiten
Teil gibt es ein g € C[0,1] mit [lg — h[[, < /2. Aus der Dreiecksungleichung folgt
nun (1 Punkt)

1f = gll, < lIf = hll, +1lg = hll, <e

Da e > 0 beliebig ist, haben wir nun gezeigt, dass C|0, 1] dicht in L? liegt.



