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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 12

Alle Punkte dieses Blattes sind Zusatzpunkte!
28. Wir sagen, dass eine Folge (a,) C C im Cesaro Mittel gegen a € C konvergiert, falls (6)
die Folge A, := 137 | a; gegen a konvergiert.

(a) Essei (a,) C C eine gegen a € C konvergente Folge. Zeige, dass (ay) auch im Cesaro
Mittel gegen a konvergiert.

(b) Finde eine divergente Folge (a,) C C, die im Cesaro Mittel konvergiert.

(c) Konstruiere eine beschrinkte Folge (a,) C C, die nicht im Cesaro Mittel konvergiert.

Losung:

(a) Seie > 0 und ng € N mit |a, — a| < € fiir alle n > ng. Dann gilt

1 n 1 n 1 no—1 1 n
- _ql = _ < = _ - _
‘nZak a ‘nZ(ak a) _nZ\ak a|+n2\ak al
k=1 k=1 k=1 k=ny
1 no—1
< - — —0 —
= ; lag, —a| + ¢ (n — o0)

(b) Man wihle z.B. a, = (—1)". Dann ist |Y_,_; ax| <1 fiir alle n € IN und somit

-0 (n— ).

(c) Wir konstruieren rekursiv eine Folge (a,,) C {—1,1} mit der gewiinschten Eigenschaft durch
folgende Vorschrift: Gegeben sei eine endliche Folge aq, ..., any mit Zszl ar = 0. Dann gibt
es ein N € NN, so dass Zicv:lNl b, > %, wobei

N-+N;
a k < N

1 N <k <N+ N

Die Existenz eines solchen Nj folgt aus Aufgabenteil (a). Anschlieflend fiigen wir dieser
Folge N1 mal die Zahl —1 an und erhalten

bk k§N+N1
Cp. =
"T1-1 N4+ N <k<N+2N

mit m ,]jleN Y¢r = 0. Indem wir dieses Verfahren iterieren, definieren wir eine be-

schrinkte Folge die nicht im Cesaro Mittel konvergiert.
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29. Wir betrachten den Raum L'((0, 27T) 52), d.h. es ist

2
= 5= [ 1@l wmd (o)) = 5= [ et - dy

fiir alle f,g € L((0,27), dff), wobei g entsprechend 2m-periodisch fortzusetzen ist. Fiir
f € L*(0,27), 9£) sind ihre Fourierkoeffizienten gegeben durch

2T
f) = 5= [ al-nswa (kez)

mit eg(t) := exp(itk) und wir setzen S, (f) => p_ . f f(k)ey,. Ferner sei D,, = > e €k
der Dirichletkern, K,, = 237 | Dy der Frejérkern und o, (f) = £ 37, S,(f) die
Cesaro Mittel der Fourierreihe von f. Beweise folgende Aussagen.

(a) Esist S,(f) = f* Dy und o,(f) = K, * f fiir alle f € L'((0,27), 92) und n € IN.
(b) Esist o= [77 Ky(z)dz =1 fiir alle N € .

Loésung;:

(a) Essei f € L*((0,2n), 4Z). Dann ist

1 2T 2T
(> D)) = o= [ F@) Dl —y) dy = Z / F(y)er(—y) dyex(z)
T Jo k——n
= Z f(k)er(x) = Su(f)(2)
k=—n
und somit
2T n n
Fax D))= o [ 23" Dile— 9)fw) dy = - > (Dix f)(a)
0 k=1 k=1
~ 138N @) = oulHa)
k=1
fir alle x € R und n € IN.
(b) Es sei N € IN, dann ist
1 2 1 2 1 N n
3 | En@ar =g [ P IPIEELE
_ % ( n QL 27rek(x) dx_i_zi 27r1dx>
™ Jo ™ Jo

(6)



