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8. Wir betrachten den reellen Prahilbertraum
C([-1,1) :=={f: [-1,1] = R : f ist stetig}

versehen mit dem Skalarprodukt

1
(flg) = /_1 f(t)g(t) dt.

(a) Zeige, dass die Menge aller Monome U := {ug(t) := t*¥ : k € INg} eine linear
unabhéngige Teilmenge von C'([—1,1]) ist.

(b) Orthonormalisiere die Vektoren {ug,u1,u2} mit dem Gram-Schmidt’schen Ortho-
normalisierungsverfahren.

Losung:

(a) Wir nehmen an, es ist
n
0= Z Aj;
j=1

fiir gewisse \; € R\{0} und paarweise verschiedene k; € INg. Dann ist

n—1
up, () = Y ajui, (1) (€ [-1,1]) (1)
7=1

fir a; = —%. Da die k; paarweise verschieden sind, ist der Grad des Polynoms auf der

rechten Seite von (1) verschieden von k. Leiten wir die Gleichung k,,-mal ab, steht auf der
linken Seite die Konstante (ky,)! und auf der rechten Seite entweder die Nullfunktion oder
eine nicht-konstante Funktion. In beiden Fillen erhalten wir einen Widerspruch.

(b) Zunéchst ist
up(t) _ 1
Juoll V2

eo(t) == (t € [-1,1]).

Nun setzen wir

1
wi(#) ::ul(t)—(ul\eo)eo(t):t—/ sds=t (te[-1,1])

wa(t) = ua(t) — (u2 | eg)eo(t) — (uz | e1)er(?)

1/t 3 [t
:t2—/ szds—/ s3ds -t
2 )4 2/
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und mit
1
2 2 4
2 4 2
e — 7d —_ - — —
||wa|| /_13 s° 4+ s 7 9+

erhalten wir

ea(t) = w2() 45<t2—1> (t € [-1,1]).

] V8

9. Es seien F und F reelle Prahilbertraume. (6)

(a) Zeige, dass
2 2
_ eyl = [l =yl
4

Dies nennt man die Polarisationsgleichung.
(b) Eine Abbildung U : E — F heifit isometrisch, falls ||Uz|| = ||z|| fir alle z € E. Zeige,

dass eine surjektive lineare Abbildung U : E — F genau dann unitér ist, wenn sie

isometrisch ist.

(z |y) (x,y € E).

Bemerkung: In einem komplexen Préahilbertrdum E gilt die folgende Polarisationsgleichung:
1 . . . .
(@ly) = 7(l=+ yllI* = llz = yll* +illz + iyl —ille —iyl*) (z,y € E).

Die Aussage aus Aufgabenteil (b) bleibt auch im komplexen Fall richtig.

Losung:

(a) Es ist

NNg—

%(l|$+yll2—|lx—yﬂ2) = (@t+ylety) —(@-ylz—y)
= i(l!ﬂf\l2 +2(2 | y) + llyl* = lll* + 2(z | y) = Iyll*) = (= | )
fiir alle z,y € F.
(b) Sei U : E — F unitér, dann ist
lUz|* = (Ua | Uz) = (x| @) = ||lz|*  (z € E),

d.h. U ist isometrisch.

Sei U : E — F surjektiv, linear und isometrisch. Wegen
Ur=0«&||[Uz||=z]|=0&<2=0 (z€kE),

ist U auch injektiv. Nach der Polarisationsgleichung ist

Uz | Uy) = i(HU(w +y)IP=1U —y)|*) = i(l!l’ +ylP=llz —yI*) = (@ |y) (2.y € B),

d.h. U ist unitér.



