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17. Esseien E und F Banachréume und U C E ein dichter Teilraum. Zeige, dass es fiir jeden
Operator T' € L(U, F') genau einen Operator T € L(E, F') gibt, sodass Tx = Tz fiir alle
x €U und |T| =T

Losung: Es sei © € E. Wihle eine Folge (z,,) C U mit limz,, = . Dann ist (z,) eine Cauchy-
folge und wegen
[Ty = Tam|| < |[Tll|zn = 2ml (n,m € N)

ist auch (T,) eine Cauchyfolge. Deren Grenzwert bezeichnen wir mit 7. Diese Definition ist
unabhingig von der Wahl der Folge (x,): Ist (y,) C U eine weitere Folge mit limy, = z, so
folgt

[Twn = Tynll < (I T[|[ln = ynll =0 (0 — o0).
Offenbar ist der so definiere Operator 7' : E — F linear.
Wir zeigen nun, dass ||Tz| < ||T|||jz| fir alle € E, d.h. dass ||T|| < ||T||. Sei dazu 2 € E und
e > 0. Wihle y € U mit ||z — y|| < ¢/||T|| und |7z — Ty|| < e. Nach der Dreiecksungleichung
ist somit ||Tz|| < || Ty| + ¢ und ||y < ||z|| + &/||T||. Damit erhalten wir, dass

|1Tzl| < [Tyl +& < [TCl=]] +/IITN) + & = [Tz} + 2.

Da ¢ > 0 beliebig war, folgt ||Tz| < ||T|||z||. Es ist unmittelbar klar, dass ||T]| < ||T. Also
erhalten wir ||| = || .

Es bleibt die Eindeutigkeit der Fortsetzung zu zeigen. Sei dazu S € L(F, F') mit Sy = Ty fiir
alle y € U. Wihle x € E und eine Folge (z,,) C U mit limz,, = . Dann ist

Sz = lim Sz, =limTzx, = Tx

und also S = 7.

18. Betrachte den Mafiraum (R, B, \), wobei B = B(R) die Borel-o-Algebra und A\ das Le-
besguemafl auf R bezeichne. Finde jeweils eine Folge (f,) C L?(R, B, \), sodass

(a) der Grenzwert lim,, o fn(x) fiir alle x € R existiert, die Folge (f,,) jedoch nicht in
L*(R, B, \) konvergiert.

(b) die Folge (f,) in L?*(R,B,\) konvergiert, jedoch fiir kein x € R der Grenzwert
lim,, o0 fn(z) existiert.

Loésung:

(a) Fiir n € IN definiere
fn(z) :==+/n- Loy, (z€R).
Dann ist jede Funktion f, messbar und wegen [[fn|* dXA = 1 enthalten in L*(R,B,\).
Ferner gilt lim,, oo fo(z) = 0 fiir alle € R. Giibe es eine Funktion f € L2(R, B, \) gegen
die (f,) in L? konvergiert, so wiirde eine Teilfolge (f,,,) fast iiberall gegen f konvergieren.
Da (f,) aber iiberall gegen 0 konvergiert, wire f = 0. Wegen || f,||z2 = 1 fiir alle n € IN
kann dies nicht sein.
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(b) Setze
fi=100), fe=1pr), fs=12-sp), fi=1sp-1), [fi="1-1-1p)
fo =10y fr=Tppp), fs=Tppi), fo=Lusm), fio=1pp),
Dann ist lim,,_,oo|| fnllz2 = 0 aber fiir jedes x € R existieren jeweils unendlich viele n € IN

mit f,(z) =1 und f,(z) =0.

19. Betrachte den Mafiraum ([0, 1], B, X), wobei B = B([0, 1]) die Borel-o-Algebra und A das
Lebesguemaf auf [0, 1] bezeichne. Es sei

F o= {(Dv [0,1/2), [/2,1], [0, 1]}

(a) Bestimme alle Funktionen aus L?([0, 1], F, \).
(b) Bestimme die bedingte Erwartung Pf einer beliebigen Funktion f € L%([0,1], B, \)

bzgl. F.
Loésung:

(a) Es ist leicht zu sehen, dass F-messbare Funktion auf den Intervallen [0,1/2) und [!/2,1]
konstant sein muss, d.h. eine Funktion f : [0,1] — [—o00,00] ist genau dann F-messbar,
wenn es Konstanten c1, co € [—00, 00] gibt, sodass

f=calyy +calpy, - (1)

Da eine Funktion der Form (1) genau dann in L?([0, 1], F, \) liegt, wenn c1, co € R, haben
wir alle Funktionen aus L?([0, 1], F, \) bestimmt.

(b) Essei f € L*([0,1],B,\). Wir setzen

01::2~/ fdp und 02::2-/ fdu
[0,1/2) [1/2,1]

und Pf = c11jg1/) + c2lys 1) Dann ist

[ = [ Pran (res

und also Pf die bedingte Erwartung von f bzgl. F.
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