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20. Essei —oo <a<b<oound a =1t <t <--- <1, =b eine Partition des Intervalls (4)
[a,b]. Ferner sei u € Cla,b] mit uy,_, ;) € HY(tj_1,t;) fiir alle j = 1,...,n. Zeige, dass

u € H'(a,b) mit uf( = (u)(t;_,1;)) firalle j=1,...,n.

ti—1.t5)

Losung: Fir j = 1,...,n sei u; € L2(tj_1,t;) die schwache Ableitung von Uj(t;_y,t5)- WIr
setzten g(t) = uj(t) fiir t € (tj—1,t;) und g(t) = 0 fiir t € {to,...,tp}. Dannist g € L?(a,b). Um
zu sehen, dass g die schwache Ableitung von u ist, sei v € Cl(a,b) beliebig. Mittels partieller
Integration folgt nun, dass

b
—/a u(z)v' (x) de = —nj_

=Z<

j=1

t; u(x)’l)/(x) dz
/t T (o) de - (ult)olty) - ““ﬂ)”““)))

b b
= / g(z)v(z) dz + u(a)v(a) — u(b)v(b) = / g(z)v(z) dz.

Also ist g die schwache Ableitung von wu.

21. Esseiu:[-1,1] — R gegeben durch u(z) := |z|. Zeige, dass u € H'(—1,1) und bestimme (2)
die schwache Ableitung u'.

Loésung: Mit Hilfe der vorherigen Aufgabe sieht man leicht, dass v € H'(—1,1) und fiir fast
alle x € [—1,1] ist u/(z) = sign(x).

22. Essei —0o < a < b < co. Wir definieren H?(a,b) := {f € H'(a,b) : f' € H'(a,b)}. Zeige, (6)
dass

(a) H?(a,b) ein Hilbertraum ist bzgl. (f | )2 == (f | 9)r2 + (f' | ¢z + (F" | ¢") 12
(b) H?*(a,b) C Ca,b].

Losung:
(a) Wie beim Beweis der Vollstindigkeit von H'(a,b) betrachten wir den Hilbertraum
H := L*(a,b) x L*(a,b) x L*(a,b)
mit dem Skalarprodukt

(flou=C= 1192+ (f2l92)r2+(f3193)2 (f = (f1, f2, £3),9 = (91,92, 93) € H).

Die Abbildung ® : H?(a,b) — H, gegeben durch ®(f) := (f, f', f") ist offenbar eine lineare
Isometrie. Daher geniigt es zu zeigen, dass ®H?(a,b) ein abgeschlossener Teilraum von H
ist. Sei dazu (®(u,)) C ®H?(a,b) eine konvergente Folge, d.h. es gibt u, v, w € L*(a,b) mit

Up = u, U, —v, ur—w (n—o00)
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jeweils im Sinne von L2. Da insbesondere (u,) C H'(a,b) und u, — u in H', ist v’ = v.
Um zu sehen, dass v’ = w, sei ¢ € C}(a,b) beliebig. Nach der Holderungleichung ist

b b b b
—/ W doe = — Iim/ ul dx = lim/ urp dr = / we dz.
a a a a

Also ist w die schwache Ableitung von v/, d.h. w = u".

(b) Sei u € H?(a,b). Dann ist ' € H!(a,b) C C[a,b]. Also ist

ule) =ula)+ [ W) dy (o elab),

d.h. u stimmt mit einer C![a, b]-Funktion iiberein.



