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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Definition (Vitali-Uberdeckung)

A C R und F eine Familie von abgeschlossenen Intervallen | C R
mit A(/) > 0.

F heiBt eine Vitali-Uberdeckung von A, wenn zu jedem x € A und

e > 0ein | € F existiert, sodass x € | und A\(/) < e.
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Vitali-Uberdeckung von Q ¢ R

Abbildung: Vitali-Uberdeckung von @
€ €
F={l(x,e): x€Q,e>0} I(x,e)=|x—=,x+=
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Satz (Uberdeckungssatz von Vitali)

A C R mit n(A) < oo und F eine Vitali-Uberdeckung von A
= zu jedem £ > 0 gibt es endlich viele disjunkte Intervalle
h,...,ln € F (n>0), sodass

n(A\ [ ) <e.
k=1
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis

A = (): Wahle n = 0 und das leere System von Intervallen.

Jetzt: A% (D und e > 0.
Wegen 7n(A) < oo finde U offen, A C U und A(U) < co. OBdA

I cU.
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis

A = (): Wahle n = 0 und das leere System von Intervallen.

Jetzt: A% (D und e > 0.

Wegen 7n(A) < oo finde U offen, A C U und A(U) < co. OBdA
I cU.

Idee: Konstruiere induktiv Folge /, von disjunkten Intervallen in F
mit N(A\ Ur—q k) < e
Q@ Start: L € F.

@ /1,... I schon konstruiert. Ist A C Ujlle l;, dann gilt die
Behauptung fiir n=k = fertig.
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (2)

Sonst: A\ Ujlle i #0.

Wihle dann
k
rk:sup{)\(l):IEF, lﬁUlj:@}
j=1
und
r k
le1 € F mit A(fp1) > Ek und hean | J =0
j=1

=0<rn < AU) < 0.
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beispiel zur Konstruktion

= = E = 3 — — —
= s | = p= |  —g— |
1 1,5 2 21 3 31

’ % 8
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beispiel zur Konstruktion

= = E = 3 — — —
= s | = p= |  —g— |
1 1,5 2 2 1 3 3 E
’ % 8
U U U
| A I\
[ 1 [ 1
| =71 = =1 [~ 1 — —
[ ] [ = |
1 1
1 15 2 - 3 3=
23 8
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beispiel zur Konstruktion (2)

U U )
A A |
[ | [ |
== == = =1 e =7 = =
| L = p= 3 _lJ | ™S _l_‘ | = _IJ
1 1
1 15 2 = 3 =
24 38
I
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beispiel zur Konstruktion (

/4 U U
A A A
[ 1 [ \
Eee = | Ea=n _
[EE S S [ | L
1 1
1 15 2 ol 3 3=
24 38
I
U U U
L A A
[ 1 [ \
s == T o (e _
EEE = | EEE 5 (] == |
1 1
1 1,5 2 2=~ 3 -
4 & 8
I I
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (3)

Jetzt: A\UJI, I # 0 fiir alle k € IV.
Dann r, — 0 und es gibt n € N mit 772 . (k) < &.
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (3)

Jetzt: A\UJI, I # 0 fiir alle k € IV.

Dann r, — 0 und es gibt n € N mit 772 . (k) < &.

Zeige, dass n(A\U;_; In) < € gilt:

Dazu x € A\Uj_1 k.

Uy_1 /k abgeschlossen = es gibt | € F disjunkt zu I, ..., Iy mit
x el
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (4)

Behauptung: Fiir ein k > n+ 1 gilt: [, N[ # 0.

Dazu: Ware I N I, = 0 Vk > 1, dann wire r, > A\(/) Yk € IN.
Widerspruch zu r, — 0 4.

<Zur Erinnerung: r, = sup{)\(l) leF,In Ujle li = @})
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (5)

I > n kleinste natiirliche Zahl mit [ N/, # (.

= /\(/) <rn-1 < 2)\(//)
(rk:sup{)\(/):IEF, /QUJI-(ZIIJ':@}, )\(Ik+1)> 2

[N/
N——

5A(I)

2

A
[ \
| ] = | i |
= T — T =l
X
( A J

—~—
P~
~
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Der Uberdeckungssatz von Vitali

Beweis (6)

Definiere Ji:

- M9

= x € Jy und es gilt: Jedes x € A\ |J;_; Ik in einem J
(I=n+1,...).

Damit

A\Ulk Z MJk) =5 Z M) <

k=n+1 k=n+1
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Satz (Lebesgue)
f : [a, b] = R monoton wachsend = f \-f.ii. auf [a, b]

differenzierbar. Setzt man f'(x) = 0 Vx € [a, b], in denen f nicht
differenzierbar ist, so ist f' € L([a, b]) und

/b f'(x)dx < f(b) — f(a).
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Definition (Differenzierbarkeit monotoner Funktionen A-f.ii.)

ICR, f: I —- 1R
Dt f(x) := limsup o ) = e
hi0 h
D, f(x) :=liminf adus h,)7 — fx)
D™ f(x) := limsup fo) - ;(X =)
hl0
D_f(x) := liminf f) = ;(X =)
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis

zentrale Behauptung: Menge aller x € (a, b) mit
D*f(x) > D_f(x) ist Nullmenge.

Dazu: Geniigt zu zeigen: Fiir alle r,s € Q, r <s, ist

Ars i ={x€(ab): DTf(x) >s>r> D_f(x)} Nullmenge.
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (2)

Setze o :=1n(Ars) > 0. Wahle € > 0, U offen mit

Ars CUC (a,b)und A(U) < a+e.

Zu jedem x € A, s existiert h > 0, sodass [x — h,x] C U und
f(x) — f(x—h) < rh.

= System der [x — h,x] ist Vitali-Uberdeckung von A, .
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (3)

= Uberdeckungssatz von Vitali: Es gibt endlich viele disjunkte
Im = [Xm — hm, xm] C U, (m=1,...p), sodass

n <Ar7s\ (LPJ Im>> <e
i=1
und

Zp:f(Xm)—f(Xm <r2hm—r)\<Ul><ra+€)

m=1

(Zur Erinnerung: f(x) — f(x — h) < rh, AU) < a+e¢)
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (4)

®

|

=
m—

rs
[ TP

[81)

Konstruiere J,: Jedes y € I, N Ars (m=1,...,p) ist linker
Endpunkt von [y, y + k] C I, sodass f(y + k) — f(y) > sk.
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (5)

r
I
-
m—
roE
{1 S

— 1
{1
~

i d
[BER-Y

= Das System dieser Intervalle [y, y + k] ist eine

y P .
Vitali-Uberdeckung von A, s N |J Im.

m=1
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (6)

= Uberdeckungssatz von Vitali: Es gibt endlich viele disjunkte
Jn= [ym)/n + kn] (n =1,..., q), sodass

n ((Ar,m LPJ 7m> \ qu Jn> <e
m=1 n=1
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (7)

Damit folgt:
q q q
Zf(yn+kn)—f(yn)>52k,,:s/\(UJ,,) s(a — 2¢)
n=1 n=1 n=1

q
(Zur Erinnerung: n (A,,s\ U J,,) <2, a:=n(Arys))
n=1
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (8)

J, in einem der /,, enthalten, summiere bei m € IN fest iber n mit

Jn C Iy

Z f(Yn + kn) - f()/n) < f(Xm) - f(Xm - hm)
nelN:J,Clm
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (8)

J, in einem der /,, enthalten, summiere bei m € IN fest iber n mit
Jn C Iy
Z f(Yn + kn) - f()/n) § f(Xm) - f(Xm - hm)
nelN:J,Clm
Summiere iiber alle m=1,...,p:

q

P
S Fnt k) = Fyn) <3 Fm) = F(xim — him)

n=1 m=1
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (9)

Damit: « =0 = A, ist Nullmenge.
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (9)

Damit: « =0 = A, ist Nullmenge.

= Es gilt D f(x) < D_f(x) Mf.ii..
Genauso fiir —f(a+ b — x) (x € [a, b]) = D~ f(x) < D4 f(x)

A-f.0. und somit:

D, f(x) < DYf(x) < D_f(x) < D f(x) < D, f(x)
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (10)

Also Gleichheit der 4 Ableitungszahlen A-f.i.

f(x+h)—f(x)
h

= g(x) == limp_0 existiert \-f.ii. als Limes in R.
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (10)

Also Gleichheit der 4 Ableitungszahlen A-f.i.

f(x+h)—f(x)
h

= g(x) == limp_0 existiert \-f.ii. als Limes in R.

Bleibt noch zu zeigen: g A-f.i. endlich = f A-f.ii differenzierbar
Dazu: Definiere g(x) := 0 fiir alle x, fiir die der Limes in R nicht

existiert. Setze f(x) := f(b) fiir x > b und definiere:

gn(x) == n <f <x + ,17> - f(x)>

= gn — g A-f.i. = g Borel-messbar
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Beweis (11)

Mit Lemma von Fatou:

b b b
/ag(x)dx:/a Ilnnl>|orlfg,,(x)dx<llnnllorlf/a gn(x)dx

= ILnlLrlfn/ab <f <x+,11) — f(x)) dx
iminf ( [ rgao [ f<x)dx)

 liminf <f(b) - n/a+" f(x)dx) < f(b) — £(2)

n—o00

Also: g A-integrierbar und A-f.i endlich. O
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Jede Funktion von beschrinkter Variation ist \-f.ii. integrierbar.

T:xp=a<x1<...<x,=0>b

V(m, £) = If(xk) = fOu-1))
k=1

Beschréankte Variation: sup,. V/(m,f) < o0

Jede Funktion von beschrankter Variation lasst sich als Differenz

monotoner Funktionen darstellen. ]
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Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

Vielen Dank fiir die Aufmerksambkeit.

Johannes Wiesel Uberdeckungssatz und Differenzierbarkeit monotoner Funktionen



	Der Überdeckungssatz von Vitali
	Differenzierbarkeit monotoner Funktionen

