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Mafproblem (Lebesgue 1902)

» gesucht: ein MaB A auf (R, P (RY)) mit
> A= B = \(A) = \(B)
> A ([0,1]9) =1
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Vitali Menge (Vitali 1905)

v

Aquivalenzrelation auf R: x ~ y < x —y € Q
(0))ic; Aquivalenzklassen

ON[0,1]#0

wahle x; € O; N [0, 1] aus (Auswahlaxiom)

X :={x; : i € I} hat kein sinnvolles Maf3
bendtigt: o-Additivitat

v

v

v

v

v
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Inhaltsproblem

» o-Additivitdt endliche Additivitat

= Inhalt m

Inhaltsproblem analog zum MaBproblem
A= B= m(A)=m(B)

m ([0, 1]") =1

v

v

v

v
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Inhaltsproblem

» Hausdorff 1914: Problem fir d > 3 unldsbar
» Banach Tarski 1924: Banach Tarski Paradoxon

2V
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Das Banach Tarski Paradoxon

Satz (Banach Tarski Paradoxon)

Seien A:={x cR®:||x|| <1} undB:=A+bbzw.C:=A+c
mit b := (0,0,3)” bzw. ¢ := (0,0, -3)".

Es existieren paarweise disjunkte Mengen

Al ..., As B, B, By, CY, G5, C; S0, dass

6
A=|JA, B=BjUB,UB;, C=CiUCLUCy
i=1

A;gB//W ;+3g /{(i:1’273)
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Freie Gruppen

v

SO(3) Gruppe der Drehungen im R3

o, 7€ 8O(38)und G := (o, 7)
ko .

v

> pe G=p=chrhghkrh gtk
vollstandig gekurzt
Darstellung eindeutig = G frei

o1 chrkighrke  gintkn

v

v

Lemma
SO (3) hat eine freie Untergruppe.
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Freie Gruppen

Beweisskizze.

a - 0 10 0
Setzeo:=|p «a Oflund7:=|0 a —p| € SO(3)mit
0 1 0 8 «

und g = £v2.

o=

W=
wIin

zwei Induktionen
nach N := >0 _, |jm| + |km| und nach n
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Freie Gruppen

» G={1}UW(@)UW (@ YuW(r)uWw(r )
> Hy = W(0_1), Hs = W(T_1O'), Hz := W (o) und
Hy = W(TO'_1)
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Freie Gruppen

> € Hy = W(O'_1)
> H:o'_1
> uza_10_1...
> u:a_17'...
> uza_17'_1...
—1

Pﬂ_—_ﬁ_ﬂ_
=oHi={1}UW (@ )Y uW(E)uW ()

v
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Freie Gruppen

» THy=7W (r710) = W (0)
» = G=0cH UTH>
» analog: G=o0""HsUT 'H,
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

» ux € A(x € A)
» Bahnvon x € A: Gx := {gx : g € G}
» Aquivalenzrelation x ~ y < x € Gy (x,y € A)
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

> (0))je; Aquivalenzklassen ohne {0}
» wahle x; € O; aus, = Gx; = O; (Auswahlaxiom)
» X:={x;j:iel} = GX=A\{0}
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Die Bahnen der Gruppenwirkung

Ai = HiX U {0}, Az := HoX, Az := HaX, Ay := HyX

= gA1UTAy = cHiX Uc{0} UTH X = GXU {0} = A
cAiNTA =0l = A

ahnlich: A= {0} Uo TAgUr "Asund o "Asn 7 1Ay =0
xeX=x¢A

v

v

v

v

v
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Der Beweis

» Bi :=0cAi+b,B:=7A>+ b

Ci =0 1"A34+¢, Co=71A4+¢C

f:D:= BU C — AUmkehrfunktion davon

x e A\lJ;Ai: f(c) == x*

Cs :={c}

f(By), f(B2), f(Cy), f(Cy), f(C3) paarweise disjunkt
f, eingeschrankt auf B; oder C;, ist eine Bewegung

v

v

v

v

v

v
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Der Beweis(Skizze)

» g: A— BU C Translationum b, g(A) = B
xe€ A yeD: f(y)=x:y Vorgénger von x
x € AVorgéangervon y € D, falls g(x) = y
Vorgangersuche fir einen Punkt x € AU D
bricht in A oder D ab oder endet nicht

O)0=

v

v

v

v
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Der Beweis(Skizze)

As := {x € A: die Vorgangersuche endet in D}
Ag = {x € A: die Vorgéangersuche endet in A}
A~ := {x € A: die Vorgangersuche endet nicht}
D¢ .= {x € D : die Vorgangersuche endet in D}
Dy := {x € D : die Vorgangersuche endet in A}
D., := {x € D : die Vorgangersuche endet nicht}
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Der Beweis(Skizze)

» Bi:=Bn(DfUD) (i=1,2),B;:=BnN Dy
> B}, B, und B; paarweise disjunkt

B=BiUB,=B{UB,UB;

» mit C verfahren wir &hnlich
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Der Beweis (Skizze)

A =1f(B)(i=1,2)

5:=g '(Bj)
As=F(C)(j=1,2,3)

paarweise disjunkt und

A=ArUAgUA, = A UA UA UA, UAZ U Ag
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Anmerkungen

» Beweis mit finf Mengen maoglich, mit vier Mengen nicht

Satz (Banach und Tarski)

Seid >3 und A, D c RY seien beschrénkte Mengen mit
nichtleerem Inneren. Dann gibt es paarweise disjunkte Mengen
A1, ..., An C RY und paarweise disjunkte Mengen

Dy,...,Dhp C RY s0,dass A= J_, A, D=7, Dj und A; = D;
(i=1,...,n).
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