KONSTRUKTION VON MASSEN

MARCUS HEITEL

1. EINLEITUNG

Wir wollen im Folgenden das Lebesguemaf} konstruieren. Dieses soll die Eigen-
schaft /\([a,b)) = b — a fiir a,b € R besitzen. Nun ist ein Mafl aber auf einer
o-Algebra definiert (hier die Borel-o-Algebra, welche nicht nur Intervalle aus R
enthilt). Wie wir sehen werden, bietet der Fortsetzungssatz von Carathéodory die
Moglichkeit dieses Mafl zu konstruieren.

2. PRAMASS

Als erstes bendtigen wir ein paar neue Begriffe, unter anderem den Begriff des
Pramafes. Dieses soll ein allgemeiner Begriff als das Maf}, das heif3t, es ist nicht nur
auf o-Algebren definiert, sondern auch auf Ringen.

Im Folgenden sei (2 eine beliebige Menge.

Definition 2.1. Ein Ring (iiber Q ) R C P(f) ist ein Menge von Teilmengen von
Q derart, dass gilt:

() R#AD
(i) A, BER=AUBER
(ii) A, BeER=A\BeR
Bemerkung 2.2. Der in Definition 2.1 definierte Ring R ist ein Unterring von

(P(Q),A,N) im Sinne der Algebra mit der Verkniipfung A als Addition und N
als Mutliplikation , denn AAB = (A\B) U (B\A) und AN B = A\(A\B).

Satz 2.3. Algebren sind genau die Ringe, die die Grundmenge Q enthalten.

Beweis. Sei F eine Algebra. Q = ()¢ € F nach (i) und (ii). Folglich enthilt jede
Algebra die Menge 2. Weiter gilt AU B € F nach (iii) und A\B = AN B¢ =
(AU B)Y € F nach (iii) und (ii). Sei nun R ein Ring, der Q enthilt, dann gilt:
D=0\QeR, A =Q\A € RfirAc Rud AUB € R fiir A,B € R per
Definition eines Ringes. O

Definition 2.4. Sei R ein Ring. Ein Inhalt ist eine Abbildung p : R — [0, o0]
derart, dass gilt:

(i) (@) =0
(ii) A; € R paarweise disjunkt (i € {1,...,n})

= u(_U A;) = Zu(A»
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Definition 2.5. Sei R ein Ring. Ein Primaf ist eine Abbildung x : R — [0, o0
derart, dass gilt:

(i) u(0) =0
(ii) A; € R paarweise disjunkt (¢ € IN), sodass U A; € R (gilt i.A. nicht!)
i=1
= u({JAi) = n(A) (o-Additivitét)
i=1 i=1

Bemerkung 2.6. Fin Pramafl ist kein Maf. Beschrinkt man ein Pramafl auf eine
o-Algebra, so ist es auch ein Ma$B.

Beispiel 2.7. (Lebegue’sches Pramaf)
Sei

n

R:{U[a,b)\agb,a,beﬁ}

i=1

die Menge aller endlichen Vereinigungen von halboffenen Intervallen in R und \ :
R — [0, 00] definiert durch

A0) =0 und fir A= | J[a;,b;) € R gilt: \(A) =D (b — a;)
i=1 i=1
Dabei ist a; < b; und [a;, b;) disjunkt fiir ¢ € {1,...,n}. Dann ist R ein Ring und
A ein Pramafl auf R und wird als Lebegue’sches Primafl bezeichnet.

Bemerkung 2.8. Das Lebesgue’sches Pramafl kann mit dem Fortsetzungssatz zum
Lebesguemaf} fortgesetzt werden.

3. AUSSERES MASS

Ziel ist es nun ein Pramaf zu einem Maf} auf einer o-Algebra fortzusetzen. Dafiir
brauchen wir Mengen, die messbar sind. Carathéodory zeigte die Messbarkeit von
Mengen mit einer Abbildung, die auf der ganzen Potenzmenge definiert ist - das
sogenannte dufere Maf.

Definition 3.1. Ein duferes Maf auf P(Q) ist eine Mengenfunktion v : P(Q2) —
[0, 00] derart, dass gilt:

(i) v(@) =0
(i) VAC BC Qugilt: v(A) <v(B) (Monotonie)
(iii) Sei (A;)iew C P(R) eine Folge, dann gilt v({J;2, Ai) < > ooy v(4;)
(o-Subadditivitit)

Bemerkung 3.2. Ein dufleres Maf} ist kein Maf .

Beispiel 3.3. (Erzeugtes dufleres Maf)
Ist durch p auf einer Algebra oder einem Ring R ein Prdmafl gegeben, so gilt:

[ (A) = inf{Zu(/L-) |A;er, Ac|/ fL} , AePQ)
i=1 i=1
ist ein duferes Mafs, welches wir das von u erzeugte dufleres Mafl nennen.

Beweis. (i) p*(0) = inf { SR A [ Aier, DUz, AZ} = u(0) =0 ,denn
p=A\AcR (AeR)
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(ii) Sei A ¢ B C Q , dann ist B := {(A;)CR BCUfilfL} c A=
{(/L) CR: AcUZ, /L} und damit auch
u*(A):inf{Zfilu(ﬁi)MieR, ACU;);/L-}
ginf{zglu(éi)mien, AchUfﬁlé-}: 1 (B)

(iit) Sei (A;)iew C P(Q). Definiere U(A;) als Menge aller Folgen (A;;)jen C R,
welche A; iiberdecken. Sei weiter oBdA p*(A4;) < oo = U(A;) # 0. Sei e >
0.VielN E'(A”)]e]NEU(A) mit

(A +27% > Z i) (i fest)

Die Doppelfolge (Aij)i,jelN liegt dann in Z/l( U2, AZ-)

oo oo 1 (“) oo *
= pUzZ 4) < Zi,j:l n(Aij) < 32w (i) +e
WEeil € > 0 beliebig war, folgt die Behauptung.
]

Bemerkung 3.4. Im letzten Beispiel gilt der Beweis auch fiir einen Inhalt, nicht
nur fiir Prdmafle. Deshalb kann man auch durch Inhalte duflere Mafle erzeugen. Im
Beweis des Fortsetzungssatzes werden wir aber ein Pramafl betrachten, weshalb das
obige Beispiel auch so gewahlt wurde.

4. DER FORTSETZUNGSSATZ VON CARATHEODORY

Wir werden im Folgenden eine o-Algebra konstruieren, auf der das dufliere Mafl
zu einem Maf} wird. Dabei werden die Mengen, die sich in dieser o-Algebra befinden,
durch folgende Definition ausgezeichnet:

Definition 4.1. Sei v ein dufleres Mafl auf P(2) und A C . Dann heiit A
v-messbar, falls VB C Q gilt:

v(B)=v(ANB)+v(B\A)
Die Menge aller v-messbaren Mengen wird mit ¥, bezeichnet.

Satz 4.2. (Carathéodory')
¥, ist eine o-Algebra und vs,, ist ein Maf.

Beweis. Wir rechnen zuerst die Axiome einer Algebra nach:
(i) 0 € Xy, denn v(B) =v(0NB)+v(B\0) (BCQ)
(ii) Sei A € ¥, = A® € ¥, denn: v(B) = v(AN B) + v(B\ A) = v(B\ A°) +
v(A°NB) (BcCQ)
(iii) Seien A, A € ¥,. Dann gilt nach Definition 4.1 insbesondere fiir die Wahl
von B N Ay statt B mit B C 2 :

V(BN As) = v((BNAy) N A1) + v((B N Az)\Ay)
Ebenso folgt mit der Wahl von B\(A; N A2) anstelle von B:

v(B\(41 1 42)) = v((B\(A1 N 42)) N 43) + v((B\(41 1 42))\43)
=v(BN (A UAST) N As) +v(B N (A U AS) N AF)
=v((BNAY NA)U(BN AN AY))

v((BNAY NAS) U (BN AY))
=v((BNA2)\A1) 4+ v(B\Ay)

I Constantin Carathéodory(13.9.1873 - 2.2.1950): griechischer Mathematiker
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Zusammen erhélt man:
v(B) =v(BN Ay) + v(B\As2)
u((B NAz)NAy) +v((BNA)\A;)
(B\(Al n Ag)) - V((B N AQ)\Al)
= V( B N Al N Ag)) + I/(B\(Al N AQ))
(Al n AQ) S E
und damit gilt mit (ii): (4; U Ay) = (Af N AS)C e,
Also ist X, eine Algebra.

Als néchstes zeigen wir, dass v endlich additiv ist.
A1, Ay € ¥, mit A1 N Ay = () dann gilt mit der Definition der v-Messbarkeit fiir die
Wahl von BN (A; U As) statt allgemeinem B C

V(Bﬁ(Al UAQ)) v(BNA;

v Bﬂ A1UA2))\A1>

(BN A +v((
V(BN A, )+u( AlmAC)u(AZHAf))>
V(BN A1) +v(BN(A42\Ar))
v(BNA))+v(BnNA;g)
Fiir B = Q folgt dann v(A; U A2) = v(A1) + v(A2)
Nun wollen wir zeigen, dass es sich sogar um eine o-Algebra handelt. Seien A4; € ¥,

und A := (J,cy 4. Da wir eine Algebra haben, gilt: |J;_, A; € ¥, (n € IN). Weiter
folgt mit der endlichen Additivitit und C,, :=JI-; 4; fiir B C Q

v(B) = v(BNC,)+v(B\C,) = U(B\Cn)—f—i v(BNA;) > V(B\A)-‘ri v(BNA;)
i=1 i=1

Lassen wir nun n — oo laufen, so erhalten wir:

v(B) > v(B\A) + > v(BNA)
i=1
und aufgrund der Subadditivitdt von v

v(B) <v(BNA)+v(B\A) <v(B\A)+ > v(BNA;) (%)
i=1
Deshalb miissen die Ungleichungen Gleichungen gewesen sein, womit gilt
v(B)=v(BNA)+v(B\A)
Damit ist A € ¥, und ¥, eine o-Algebra. v ist ein Mafl , was aus (¥) mit B = A
folgt (o-Additivitit). O

Satz 4.3. (Fortsetzungssatz von Carathéodory)
Gilt v = p* von Beispiel 3.3, so enthdlt ¥, den Ring R, auf der das Primafl p
defniert ist und vy = p.

Beweis. Fir A € R und B C Q gilt p*(A) = u(A) und aus der Subadditivitéit folgt
w*(B) < w*(AN B) + u*(B\ 4)

Zu ¢ > 0 existiert eine Folge (A4;)iew C R mit B C |J;cy Ai und Yoo w(4;) <
w*(B) + € (nach der Definition von p*). Aus der Subadditivitéit von p* folgt dann:

WBOA) Y (AN A) =Y (A0 4),

i=1
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w(B\A) < 31t (ANA) = 3 A\ A)
i=1 i=1
und wir erhalten damit:
u*(B) < u*(B N A) + " (B\A)

<Z (4: 1 4)) + (u(41\4))

=§:MA

<w(B)+e
Weil € > 0 beliebig war, folgt A € ¥, und vjg = p O
Bemerkung 4.4. e Es ist nicht notig, dass p ein Pramaf} ist, es kann auch

ein Inhalt sein. Das Pramafl wurde dennoch verwendet, weil so umgekehrt
gezeigt werden kann, dass zu jedem Prémaf} auf einem Ring auch eine o-
Algebra existiert, die den Ring umfasst und ein Maf}, welches eingeschrinkt
auf den Ring gleich dem Pramaf ist.

e Mithilfe des Fortsetzungssatzes kann das Lebesgue’sche Pramaf} aus
Beispiel 2.7 zum Lebesguemafl fortgesetzt werden.

e Eine weitere Anwendung ist das Zeigen der Existenz von Produktmafen.

Satz 4.5. (Eindeutigkeitssatz)
Es sei £ C P(Q) eine durchschnittsstabile Familie, das heif$t fir A, B € £ gilt auch
ANB € £. % = 0(€) sei die von E erzeugte o-Algebra. Seien weiter u, v : X — [0, 00]
Mape derart, dass u(E) = v(E) VE € &. Es gebe Ey, € € mit u(Ey) < 0o sodass
Q= Upew Ex- Dann ist p = v.

Bemerkung 4.6. Der Eindeutigkeitssatz liefert zusammen mit dem Fortsetzungssatz
auf einem N-stabilen Erzeuger eine eindeutige Fortsetzung von o-endichem (R, u)
auf (X,,v3,).
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