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Motivation

Ziel: Maß λ mit λ([a, b)) = b − a
Problem: σ-Algebra
Idee: ’Vorstufe’ zu Maß + σ-Algebra

λ
( n⋃

i=1
[ai , bi )

)
=

n∑
i=1

(bi − ai )
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Ring
Definition 1.1 (Ring).

Ring (über Ω ) R ⊂ P(Ω):
(i) R 6= ∅
(ii) A,B ∈ R ⇒ A ∪ B ∈ R
(iii) A,B ∈ R ⇒ A\B ∈ R

Satz 1.2.
Algebra = Ring mit Ω

Beweis.
F Algebra. Ω = ∅C ∈ F .
A ∪ B ∈ F und A\B = A ∩ BC = (AC ∪ B)C ∈ F
Nun R Ring mit Ω
∅ = Ω\Ω ∈ R, AC = Ω\A ∈ R für A ∈ R und A ∪ B ∈ R für
A,B ∈ R.
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Inhalt/Prämaß
Definition 1.3 (Inhalt/Prämaß).
R Ring. Inhalt µ : R → [0,∞] derart, dass gilt:

(i) µ(∅) = 0
(ii) Ai ∈ R p. d. ∀ i ∈ {1, . . . , n}

⇒ µ(
n⋃

i=1
Ai ) =

n∑
i=1

µ(Ai )

Zusätzlich:

(iii) Ai ∈ R p.d. (i ∈ N), sodass
∞⋃

i=1
Ai ∈ R

⇒ µ(
∞⋃

i=1
Ai ) =

∞∑
i=1

µ(Ai ) (σ-Additivität)

dann Prämaß.
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Lebesgue’sches Prämaß

Beispiel 1.4.

R = {
n⋃

i=1
[a, b) | a ≤ b, a, b ∈ R}

λ : R → [0,∞] definiert durch

λ(∅) = 0 und für A =
n⋃

i=1
[ai , bi ) ∈ R gilt: λ(A) =

n∑
i=1

(bi − ai )

Dabei ai < bi & [ai , bi ) disjunkt. Dann R Ring und λ Prämaß.
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Äußeres Maß

Abb. von Potenzmenge → Maß
Potenzmenge → σ-Algebra

Definition 2.1 (Äußeres Maß).
Äußeres Maß auf P(Ω) ν : P(Ω)→ [0,∞] derart, dass gilt:

(i) ν(∅) = 0
(ii) A ⊂ B ⊂ Ω⇒ ν(A) ≤ ν(B) (Monotonie)
(iii) (Ai )i∈N ⊂ P(Ω)⇒ ν(

⋃∞
i=1 Ai ) ≤

∑∞
i=1 ν(Ai )

(σ-Subadditivität)
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Erzeugtes äußeres Maß

Beispiel 2.2.

µ Prämaß auf Ring R ⇒

µ∗(A) = inf
{ ∞∑

i=1
µ(Ãi )

∣∣ Ãi ∈ R, A ⊂
∞⋃

i=1
Ãi

}
, A ∈ P(Ω)

äußeres Maß (von µ erzeugte äußeres Maß).

Beweis.
(i) µ∗(∅) = µ(∅) = 0
(ii) Sei A ⊂ B ⊂ Ω⇒ B :=

{
(Ãi ) ⊂ R : B ⊂

⋃∞
i=1 Ãi

}
⊂

⊂ A :=
{

(Ãi ) ⊂ R : A ⊂
⋃∞

i=1 Ãi
}

⇒ µ∗(A) ≤ µ∗(B)
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Erzeugtes äußeres Maß

Fortsetzung des Beweises
(iii) σ-Subaditivität (mit Überdeckung + ε)

Bemerkung 2.3.
Inhalt statt Prämaß
Lebesgue’sches Prämaß→ äußeres Maß
Äußeres Maß → Messbarkeit
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ν-messbar

Definition 3.1 (ν-messbar).

ν äußeres Maß auf P(Ω) und A ⊂ Ω. Dann A ν-messbar, falls ∀B ⊂ Ω
gilt:

ν(B) = ν(A ∩ B) + ν(B \A)

Σν = {A ⊂ Ω : A ν-messbar}

Satz 3.2 (Carathéodory).
Σν σ-Algebra und ν|Σν

Maß.
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Beweis.
Schritt 1: Σν Algebra
Schritt 2: ν|Σν

endlich additiv
Schritt 3: Σν σ-Algebra und ν|Σν

Maß
Ai ∈ Σν und A :=

⋃
i∈N Ai , Cn :=

⋃n
i=1 Ai .

ν(B) = ν(B\Cn) + ν(B ∩ Cn) = ν(B\Cn) +
n∑

i=1
ν(B ∩ Ai )

≥ ν(B\A) +
n∑

i=1
ν(B ∩ Ai ) (B ⊂ Ω)

n→∞⇒

ν(B) ≥ ν(B\A) +
∞∑

i=1
ν(B ∩ Ai )
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Fortsetzung des Beweises
Subadditivität von ν ⇒

ν(B) ≤ ν(B ∩ A) + ν(B\A) ≤ ν(B\A) +
∞∑

i=1
ν(B ∩ Ai ) (∗)

Deshalb: Gleichungen in (∗)

ν(B) = ν(B ∩ A) + ν(B\A)

⇒ A ∈ Σν und Σν σ-Algebra.
B = A⇒ ν Maß
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Fortsetzungssatz von Carathéodory
Satz 3.3 (Fortsetzungssatz von Carathéodory).
ν = µ∗ (erz. äußeres Maß) ⇒ R ⊂ Σν und ν|R = µ.

Beweis.
A ∈ R, B ⊂ Ω⇒

µ∗(A) = µ(A) und µ∗(B) ≤ µ∗(A ∩ B) + µ∗(B \A)

Zu ε > 0 ex. Folge (Ai )i∈N ⊂ R mit B ⊂
⋃

i∈N Ai und∑∞
i=1 µ

∗(Ai ) ≤ µ∗(B) + ε⇒

µ∗(B ∩ A) ≤
∞∑

i=1
µ∗(Ai ∩ A) =

∞∑
i=1

µ(Ai ∩ A),

µ∗(B\A) ≤
∞∑

i=1
µ∗(Ai\A) =

∞∑
i=1

µ(Ai\A)
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Fortsetzung des Beweises
Damit:

µ∗(B) ≤ µ∗(B ∩ A) + µ∗(B\A)

≤
∞∑

i=1
(µ(Ai ∩ A)) + (µ(Ai\A))

=
∞∑

i=1
µ(Ai )

≤ µ∗(B) + ε

ε > 0 bel. ⇒ A ∈ Σν und ν|R = µ
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Folgerung

Bemerkung 3.4.
Inhalt statt Prämaß
Lebesguemaß λ mit λ([a, b)) = b − a auf Σ = B
Produktmaße (Zeigen der Existenz)
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Eindeutigkeit

Satz 3.5 (Eindeutigkeitssatz).
E ⊂ P(Ω) ∩-stabil. Σ = σ(E).
Seien µ, ν : Σ→ [0,∞] Maße mit µ(E ) = ν(E ) ∀E ∈ E . Ek ∈ E mit
µ(Ek) <∞ sodass Ω =

⋃
k∈N Ek .

⇒ µ = ν

Bemerkung 3.6.
Fortsetzungssatz + Eindeutigkeitssatz = eindeutige Fortsetzung
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