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Motivation

e Ziel: MaB A mit A\([a,b)) =b—a
@ Problem: o-Algebra
o ldee: 'Vorstufe’ zu MaB + o-Algebra

)\( U [a,-, b,)) = Z (b, — ai)
i=1 i=1
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Ring

Definition 1.1 (Ring).

Ring (tiber Q) R C P(Q):
(i) R#£0

(i) ABER=AUBEeR

(i) ABeR=A\BeR
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Ring
Definition 1.1 (Ring).
Ring (tiber Q) R C P(Q):
(i) R#£0
(i) ABER=AUBEeR
(i) ABeR=A\BeR

Satz 1.2.
Algebra = Ring mit

Beweis.
F Algebra. Q = 0€ € F.

AUBc Fund AB=ANB¢=(AUB)cF

Nun R Ring mit Q

P=0\QeR, AC=Q\AcRfirAcR und AUB € R fiir

A BeR.
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Inhalt/PramaB

Definition 1.3 (Inhalt/PramaB).
R Ring. Inhalt i : R — [0, 00| derart, dass gilt:

(i) p(0) =0
(i) Aje Rp.d. Vie{l,...,n}

= u(lJ A) =D u(A)
i=1

i=1
Zusatzlich:

o
(i) Ay € R pd. (i €N), sodass | JA € R
i=1

= u([j Ai) = i w(Ai) (o-Additivitat)

=

dann Prdamab.

v
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Lebesgue’sches PramaB

Beispiel 1.4.

n
R={Jla,b)|a< b, a,beR}
i=1

A: R — [0, o0] definiert durch

i=1

n

A@)=0 und fir A= U [ai, b)) € R gilt: \(A) =
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i=1

> (bi—a)

Dabei a; < b; & [a;, b;) disjunkt. Dann R Ring und X\ PramaB.

Konstruktion von MaBen




AuBeres MaB

@ Abb. von Potenzmenge — MaB

@ Potenzmenge — o-Algebra

(i) v(0) =0

(i) AcBC Q=

Definition 2.1 (AuBeres MaB).
AuBeres MaB auf P(Q) v : P(Q) — [0, cc] derart, dass gilt:

v(A) <v(B) (Monotonie)
(ii)) (Anien C P(Q) = v(URy A)) < 32, v(A)
(o-Subadditivitat)
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Erzeugtes auBeres Mal3
Beispiel 2.2.

i PramaB auf Ring R =

p(A) = inf{

ZM(A',‘HAN,'E'R,, A C UA';
i=1

} , AeP(Q)
i=1
duBeres MaB (von p erzeugte duBeres MaB).

(i) w(0) = u(®) =0
(i) Sl ACBCQ=B:={(A)CcR: BcUZAj}cC
= p*(A) < pu(B)

Beweis.

cA={A)cR: AcCUZ, A}
Marcus Heitel (Uni Ulm)

Konstruktion von MaBen




Erzeugtes auBeres Mal3

Fortsetzung des Beweises

(iii) o-Subaditivitat (mit Uberdeckung + ¢)
Bemerkung 2.3.

@ Inhalt statt PramaB

@ Lebesgue'sches PramaB— duBeres MaB

o AuBeres MaB — Messbarkeit
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v-messbar

Definition 3.1 (v-messbar).
gilt:

v(B) =v(ANB) +v(B\ A)

v duBeres MaB auf P(Q2) und A C Q. Dann A v-messbar, falls VB C Q
Y, ={ACQ:Av-messbar}

Satz 3.2 (Carathéodory).

Y, o-Algebra und vz, MaB.
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Beweis.

Schritt 1: ¥,, Algebra

Schritt 2: vz, endlich additiv

Schritt 3: ¥, o-Algebra und Vg, MaB
Aie X, und A:=UjenAi, Gri= UL Al

v(B) =v(B\Gy) +v(Bn C,) =v(B\Gy) + il/(Bﬂ Ai)

v(B\A) + iV(B NA;) (BcCQ)
n— oo = -

v(B) > v(B\A) -I—iu BN A;)
i=1
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Fortsetzung des Beweises
Subadditivitat von v =

Deshalb: Gleichungen in (x)

v(B) <v(BNA)+v(B\A) <v(B\A) + i v(BNA;)

B=A=

i=1

v(B) = v(BN A)+ v(B\A)

= A€, und ¥, o-Algebra.
v MaB
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Fortsetzungssatz von Carathéodory

Satz 3.3 (Fortsetzungssatz von Carathéodory).
= u* (erz. duBeres MaB) = R C ¥, und vj = pu.

Beweis.
AeER, BC Q=

' (A) = u(A) und p*(B) < (AN B) + " (B\ A)

Zu € > 0 ex. Folge (Aj)ien C R mit B C Jjen Ai und
2t (A) < pr(B)+e=

B(BOA) < Y (AN A) = 3 (A A),

i=1

w(B\A) < ZM (ANA) = ZM(AI\A)
=1
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Fortsetzung des Beweises
Damit:

p(B) <

P (BNA)+ 1 (B\A)

8”

1

f:(u(A A A)) + ((ANA))
Zzu(/\;)

<p*(B)+e

e>0bel. = A€k, und yr =p
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Folgerung

Bemerkung 3.4.

@ Inhalt statt PramaB

@ LebesguemaB A\ mit A\([a, b)) = b —aauf X =B
@ ProduktmaBe (Zeigen der Existenz)
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Eindeutigkeit

Satz 3.5 (Eindeutigkeitssatz).
E CP(Q) nN-stabil. ¥ =o(E).

Seien p,v : ¥ — [0,00] MaBe mit u(E) =v(E) VE €E&. Ex € E mit

p(Ex) < oo sodass Q = Uyen Ek-
= U=V

Bemerkung 3.6.

Fortsetzungssatz + Eindeutigkeitssatz = eindeutige Fortsetzung
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