Der Satz von Vitali-Hahn-Saks



Sei (2,3 ) ein Messraum und (u ) eine Folge

von MaBen auf (2,2 ), so dass der Grenzwert
lim u (A) fiiralle A€Y existiert und endlich ist.

n— o0

Ist u(A):=1lim u, (A) ein MaRB?

n— o0



Es gilt fiir u(A4)=1lim u (A) :

n— o0

(1) u(4)=0 VAeXx

(2) u(@)=0

(3) w ist endlich additiv, denn fiir k€N und
eine Folge (A4,)c X disjunkter Mengen gilt




Ist u(A4)=lim u, (A4) o-additiv?

n—0o0

Zuerst betrachte

u,(4)= | f, dv wobei f,€L'(Q,5,v), v endlich

Dann gilt

M»

(1) u, o-additiv (g,(x ), Satz von Lebesgue )

2) u endlich (f €L (.(2,:2,1)))
(3) u,<v



Lemma:u O -additiv, endlich; v endliches Mal3. Dann
u<<eVe>036>0: (v(4)<bd=|u(d)|<e)

Also fur Mn<A):_f /. dv:
A

Ve>0Vn36>0: (v(4)<&=|u,(4)/<e)

Gilt dies auch gleichmalig, d.h. gilt sogar
Ve>038>0Vn: (v(4)<6=|u,(4)<e) ?



Falls dies gleichmaBig gilt, d.h. falls gilt
Ve>038>0Vn: (V(4)<d=|u,(d)<e),

SO zeigt man u(A)=lim u (A4)=lim | £ dv ist o-additiv

A

(< u stetigin 0 ):

Sel (Aj)CZ monoton fallende Folge, () A;=0. Sei ¢>0.
j=1

36>0Vn: (V(4)<8=|u,(4)|<e)

ANV j=N: v(4,)<b

=>“L£(Aj)‘<8 Vj=N =Ilm M(Aj)=0

j—>oo



Zusammengefasst:
(u,) Folge von MaBen auf (2, ),
u(A):=lim u (A) existent, endlich VA€X

n— o0

Ist u ein Mal}?  Problem: o -Additivitit

Falls u (A4)= f 1 dv, gilt o -Additivitit fir u
A

unter der Voraussetzung, dass ¢, <V glm. in n, d.h.
Ve>038>0Vn: (v(A4)<E=|u,(4)|<e)

Ziel: Zeige u,<D glm.inn
Dazu: Satz von Baire & Metrik auf 2



Sei (2,3, u) ein endlicher Mafiraum.
Betrachte d(A ,B) =u (A JAY B) fur A, BeX
Es gilt

(1) ANB=BAA=> u(AAB)=u(BAA) (Symmetrie)
(2) ANCc(AAB)U(BAC)
=>u(AAC)<u(AAB)+u(BAC)
(Dreilecksungleichung)

(Gilt auch Definitheit?

Gegenbeispiel: 8, DiracmaB auf (R, 8 (IR))
§,([0,1]A[1,2])=0 aber [0,1]#[1,2]



Einfiihren einer Aquivalenzrelation, um Definitheit
zu erhalten:

A~B < u(AA B)=0

Damit gilt die Definitheit auf der Menge 2'/ u
der Aquivalenzklassen bzgl. ~.
= '/ u 1st ein metrischer Raum mit der Metrik

d(A,B)=u(AAB).

Man zeigt auBerdem: (X /u,d) ist vollstindig



Satz von Baire

() vollstdndiger metrischer Raum, 4, () abgeschlossen,
Q=J 4,. Dann 3m: /im;éﬂ
n=1

Beweisskizze: Angenommen /inzﬂ Vn

=(x ) Cauchyfolge =3x: x —x ,aber x4  Vn , Widerspruch



Wiederholung:

u(A):=lim u (A4) existent, endlich VA€ X

n— oo

Falls 1, (4)= | f,dv. gilt o -Additivitit fir
A

unter der Voraussetzung, dass u, <V glm. in n, d.h.
Ve>036>0Vn: (V(4)<8=|u,(4)|<e)

Nun konnen wir zeigen ¢, <V glm. inn



Satz: lim JA /., dVv endlich V A€ Y. Dann

1 — 00

Ve>036>0Vn: (v(A)<6:«U f.dv
Beweisskizze: A

£>0, Mkm:{AeZ/v:

<g)

U[Aufk_if;z‘jl)
=>M = () M, abgeschlossen

k,m>n

SS} abgeschlossen in /v

Voraussetzung = 2/u =\ J M

n=l1

Baire=>4dn,B,r>0 Yk, m=n: UAfk—fm d v|<g falls l)(AAB)<r

—

38€(0,7): UAfjdl)

=i | fdv=| f,dv+
falls v(A4)<&

<e¢ Vj=1,.., nfalls (4)<b

fj_fn dv—

fi—f, dv<3e

AUB B\ 4



Korollar:

(2,2 ,v) endlicher MaBraum, ( f )c L'(Q2,>,v),
lim L 7 dv endlich Vn

N — 00

Dann 3 FeL' (2,3, v): J‘Afndv—>J‘Afdv VAES



Satz von Vitali-Hahn-Saks
(02, ) Messraum, (u, ) Folge von MaBen, lim u (A) existiert

11— 00

und endlich V A€ Y. Dann u(A4)=1im u (A) ein MaB auf (02,5 ).

n— o0
Beweisskizze:

v:=> ¢ u, mitec,=2"(1+u(Q))" =2u,<v
n=1

Radon-Nikodym=u = f -V
-3 el (v): Mn(A)%JAfdv ~ u=f-v MaB

Noch unklar: Warum i1st v ein Mal3?



Lemma: u (A)<u . (A) VnVAEX
Dann u(A)=1im u (A) ein MaB auf (2, ).

n —0o0

Beweisskizze: (A4 ) Folge disjunkter Mengen

M(O A;)=lim Z Mn<Aj)Si u(4;)

j=1 n—o j=1 j=1
k 00
“tim lim 3w, (4,) < (U 4,
— 00 n—>oo]_1 ]:1



