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7. Parabolisches Maximumprinzip mit Neumann-Randbedingungen

Es sei Q := (a,b) und 7 > 0. Wir diskutieren eine Funktion v € C12((0,7) x [a, b]) mit

up < Ugy auf (0,7) X [a,b] und uy(t,a) = uy(t,b) = 0 fiir alle ¢t € (0, 7).

(a) Esseit € (0,7). Zeige, dass ugy(t,a) < 0 falls u(t,a) = max,cp, u(t, z) und dass
Uz (t,0) <0 falls u(t, b) = max,eqp) u(t, ).

(b) Zeige, dass u(t,r) < max, ¢, u(0, 2) fiir alle (¢,x) € [0, 7] x [a, b].

(c) Zeige, dass es fiir alle ug € C([a, b]) hochstens ein u € CH2((0,7) x [a,b]) gibt, mit
Ut = Ugg auf (0,7) X [a,b], uz(t,a) = ugy(t,b) = 0 fiir alle t € (0,7) und u(0, -) = uo.
Zeige weiter: Ist ug > 0, so ist auch u > 0.

8. Wir betrachten die Warmeleitungsgleichung mit Dirichlet-Randbedingungen
ut(t, ) = ugz(t,x) t>0,z € (0,m)
(WLG) u(t,0) =u(t,m) =0 ¢t>0
u(0,z) = up(x) x € [0, 7]

fiir Anfangswerte ug aus dem Vektorraum Cy([0, 7]) := {f € C([0,7]) : f(0) = f(w) = 0},
der im Folgenden stets mit der Supremumsnorm || f[|ec := sup,¢jo - | f(2)| versehen sei.

(a) Fiir t > 0 definieren wir die Abbildung T'(t) : Cy([0,7]) — Co([0,7]) durch
T(t)f = u(ta ')a

wobei u die eindeutige Losung von (WLG) mit Anfangswert uy = f bezeichne.
Zeige, dass {T'(t) : t > 0} eine Familie kontraktiver linearer Operatoren ist, die dem
Halbgruppengesetz

TO)=I und TH)T(s)=T({t+s) (t,s>0)
genugt.
(b) Zeige, dass es Konstanten M,w > 0 gibt, sodass
IT(#) fIl < Me™| f]]

fiir alle f € C([0,7]) und ¢ > 0.
Hinweis: Schiitze den Ausdruck e“*(T'(t)f)(x) mithilfe der Losungsformel ab.

9. Beweise die nachstehenden Eigenschaften des Gauflkerns

1
g(t,x) = e/ (t>0, z€R).

vAant
() g€ CM2((0,00) x R) mit gt = gre.
(b) Jro(t,z)dz =1 fiir alle t > 0.

Die Ubungsbliitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiigbar:
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss12/pde2012.html




