UNIVERSITAT ULM Dr. M. Kunze
M. Gerlach

Abgabe: . .
Mi, 07.05.14 ommersemester 14
in der Vorlesung ‘ 14 Punkte ‘
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4. Essei (Q,3, 1) ein Mafiraum. Wir definieren
ZL2(Q) == {f: Q= K messbar : IN € X, u(N) = 0, fo\n ist beschrinkt}

und das wesentliche Supremum
1% = inf{c>0:3N€ Y, u(N) =0, |f(w)| <cVwe Q\N}

fiir alle f € Z(Q).

(a) Zeige, dass es fiir alle f € £°°(Q) ein N € X, u(N) = 0, gibt mit || f[|5, = [[fo\n - (3)
(b) Zeige, dass £>°(Q2) ein halbnormierter Vektorraum ist. (2)
(c) Zeige, dass £>°(Q) vollsténdig ist. (3)

Nun identifizieren wir, wie bei der Definition von LP, Funktionen f,g € Z*°(Q) falls
Ilf —gll5, = 0. Genauer: Wir betrachten die Aquivalenzklassen [f] der Aquivalenzrelation

fr~ge|f—gllie=0

auf £°(Q) und setzen L>®(Q) = {[f] : f € £L>°(N)}, versehen mit den Vektorraum-
operationen [f] + [g] := [f + ¢] und A[f] := [Af] sowie der Norm ||[f]]|co := || f||’- Man
iiberzeuge sich davon, dass die Operationen wohldefiniert sind und || - || eine Norm auf
L*>°(Q) definiert.

(d) Zeige, dass (L*>°(Q2),]|-||) ein Banachraum ist. (1)

5. Essei (2,3, ) ein Mafiraum und 1 < p < co. Ferner sei (f,,) C LP(Q2) eine konvergente (5)
Folge mit f := lim f,. Zeige, dass es eine Teilfolge (f,,) gibt, die fast {iberall gegen f
konvergiert und durch ein Element h € LP(§2) dominiert ist (d.h. |f,(w)| < h(w) fiir fast
alle w € Q und alle n € IN).

Anleitung: Konstruiere eine Teilfolge (fy,) derart, dass die Reihe iiber (fn, — fn,.,)
absolut konvergiert und folge dem Beweis der Vollstédndigkeit von LP.

Bemerkung: Die Aussage stimmt (trivialerweise) auch fiir p = co.

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiighar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss14/elfal4.html




