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Vorwort

Die Funktionentheorie fasziniert die Mathematiker durch ihre eleganten Beweise und verblif-
fenden Resultate sowie durch die Harmonie der Theorie. Ihr Hauptgegenstand sind (komplex-)
differenzierbare Funktionen einer komplexen Variablen. Erstaunlicherweise haben diese sehr
schone Eigenschaften was Regelméafigkeit, geometrisches und analytisches Verhalten anbetrifft. In
dieser Vorlesung wollen wir die grundlegenden Eigenschaften holomorpher (d.h. komplex-diffe-
renzierbarer) Funktionen beweisen und erldutern. So ist eine komplex-differenzierbare Funktion
beispielsweise automatisch unendlich oft differenzierbar und sogar analytisch, d.h. lokal durch
eine Potenzreihe gegeben. Dies ist der Hauptsatz, den wir beweisen werden. Wir lernen auflerdem
einige Anwendungen wie den Residuenkalkiil kennen. In jedem Fall beschréanken wir uns in dieser
Elementevorlesung auf das Essentielle.

Als weiterfithrende Literatur zur Vorlesung verweisen wir auf das Buch “Funktionentheorie”
von Freitag und Busam [2].






1 Der Korper der komplexen Zahlen

Wir bezeichnen mit

() 0es

den reellen Vektorraum, dessen Elemente wir in der Zahlenebene darstellen kénnen. Die Addition

ist durch
)+ (o) = (Ghise)
+ =
n Y2 Y1+ Y2

definiert, die Skalarmultiplikation fiir ¢ € R durch
()=
c- = .
Y cy
<$1> ) <CC2> — <$19€2 - y1y2>
Y1 Y2 T1Y2 + T2y1

wird eine Multiplikation definiert, durch die R? zu einem Koérper wird, den wir mit C bezeichnen.

() ()= ()

ist die Multiplikation konsistent mit der Skalarmultiplikation, wenn wir (¢,0)7 € C mit c € R
identifizieren. Dies entspricht gerade der geometrischen Identifikation der reellen Zahlengerade
als Teilmenge des R2. Insbesondere ist die Abbildung

c»—)(é)é@

linear und multiplikativ. Damit wird R zu einem Unterkérper von C.
Die Elemente von C bezeichnen wir oft mit z. Die Kérperaxiome

Durch

(z1-22) - 23 =21 (22" 23) (Assoziativgesetz)
(21 +22) 23=21 23+ 20" 23 (Distributivgesetz)
2129 = 29 21 (Kommutativgesetz)

nachzurechnen ist leicht, aber langweilig. Da

) ()=C)
0/ \y y
fiir alle (z,y)T € C, ist (1,0)T ein neutrales Element der Multiplikation.
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1. DErR KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN

Wir setzen i := (0,1)”. Damit ist

vie- ().

Seit L. Euler 1777 nennnt man 4 die tmagindre Einheit. Wir setzen nun

()=+n=-() o)

stellen also (z,y)7 iiber der Basis {(1,0)7,4} des reellen Vektorraums R? dar. Fiir z = = +iy € C
definieren wir den Real- und Imagindrteil von z als Re z = x und Im z := y. Somit gilt also

z=Rez+1Imz

fiir alle 2 € C. Man beachte, dass wir 1 € R mit (1,0)? € C identifizieren. Damit ist i -i = —1
und die oben definierte Multiplikation schreibt sich

2122 = (z1 +iy1) - (T2 + 1y2) = (172 — Y1y2) + i(@1Y2 + T2y1),
sie entspricht also genau dem Ausmultiplizieren der Klammern.
Fiir eine komplexe Zahl z = x + 4y nennen wir |z| = y/x2 + y2, also den Abstand von z zu 0,
den Betrag von z. Es gilt:

|21 4 22| < |21] 4 | 22|, |2122] = |21]|22| und ‘|21| — \Z2|’ < |21 — 22].

Auflerdem definieren wir die zu z konjugiert komplex Zahl Z als Z .= z — iy. Es gilt

12]? = 2z,

= 2z, Z122 = Z1 - Z2 Sowie 21 + 2o = Z1 + Z3.

x|

Ist z =z + iy # 0, so ist 2z = |z|” und also 2z|z| > = 1. Folglich ist
—1 z x —Zy
_Z _ Y 1.1
|Z|2 $2+y2 ( )

Wir wissen nun, dass z ein Korper ist. Das Inverse einer Zahl z ist durch gegeben. Der
Betrag |z| ist gerade der euklidische Abstand in der Ebene. Wir sagen, dass eine Folge (z,) C C
gegen eine komplexe Zahl z € C konvergiert und schreiben dafiir lim z,, = z, falls sie bzgl. der
euklidischen Norm in R? konvergiert, d.h. falls lim|z, — z| = 0. Dann gilt lim z,, = z genau dann,
wenn lim Re z,, = Rez und limIm z,, = Im 2. Der Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert,
eindeutig bestimmt. Wir schreiben gelegentlich auch z,, — z fir lim z,, = z.

Eigenschaften 1.1. Die Operationen +, -, ||, =~ und die Inversenbildung sind stetig, d.h. fir
Folgen (zy), (wy,) C C mit lim 2z, = z und limw,, = w gilt:

(a) lim(z, +w,) =2z +w
(b) lim(z, - w,) = 2z - w.
(c) timlz| = .

(d) limz, =%.

(e) Falls z # 0, so ist auch z, # 0 fiir geniigend grofe Indizes n und es gilt lim z;! = 27 1.



Eine Folge (z,) C C heiit Cauchyfolge, falls zu jedem ¢ > 0 ein ng € IN derart existiert,
dass |z, — zim| < € fir alle n,m > ng. Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Ferner ist
C wollstandig, d.h. jede Cauchyfolge in C ist konvergent. Das wissen wir aus Analysis 2, wo die
Vollstéindigkeit von R? gezeigt wurde.

Es sei nun (an)nen, C C. Die Reihe Y a,, heit konvergent, falls es ein z € C gibt, sodass
n
nl;rr;o kz_oak =z.

In diesem Fall schreiben wir Y ;- jaj := z. Das Symbol > .-, ax hat also zwei Bedeutungen:
einmal die Reihe selbst, also die Folge ihrer Partialsummen, und zum anderen ihren Grenzwert,
sofern dieser existiert.

Die Reihe >y, aj heiBit absolut konvergent, falls die reelle Reihe Y72 |ax| konvergiert. Weil
die Folge der Partialsummen s,, :== Y ,_|ax| monoton wachsend ist, ist die Reihe >, a genau
dann absolut konvergent, falls die Folge (s,,) beschrénkt ist. In diesem Fall ist

o0
E lag| == lim s, = sup s,
—0 n—oo nelN

und wir schreiben auch Y 72 |ax| < co.
Aus der Vollstéandigkeit von C erhalten wir:

Satz 1.2. Jede absolut konvergente Reihe ist konvergent.

Beispiel 1.3 (Geometrische Reihe). Es sei |z| < 1. Dann ist )2 (2" = > |2|" < oo und es

gilt
o0
n=0 -z

Beweis. Sei s, = ZZ:O ZzF und s = lim s,,. Wegen

1=2)s, =1 —2)1+z+224+-+2")=1-2"T!

ist (1 —2)s =lim(1 — 2)s,, = lim1 — 2"*! = 1. Daraus folgt die Behauptung. O
Beispiel 1.4. Aus Analysis 1 wissen wir, dass > -, ’”k—]: < oo fiir alle x > 0. Also konvergiert die
Reihe

exp(z) = Z o

k=0
fur alle z € C.

Wir wollen nun die in Beispiel [[.4] definierte Exponentialfunktion exp : C — C weiter untersu-
chen. Mit Hilfe des Cauchyprodukts zeigt man das Ezponentialgesetz exp(z1+22) = exp(z1) exp(z2)
fiir alle 21, 2o € C. Insbesondere ist 1 = exp(0) = exp(z) exp(—2z) und folglich exp(z)~! = exp(—2).
Wir schreiben auch e® := exp(z). Aus der Stetigkeit der Konjugation erhilt man, dass exp(z) =
exp(z). Insbesondere ist fiir z € R, wegen iz = —ix, exp(ir) = exp(—izr). Daraus folgt, dass

’ezx’ = T~ — 1



1. DErR KORPER DER KOMPLEXEN ZAHLEN

fur alle x € R. Fur x € R definiert man

o) 2k
= Re(e™”) = —1)F 2
cos(z) == Ry ( ) kzzo( 1) (2k)!
und [eS) 2k+!
sin(z) == Im(e") = ;)(—”km'

Somit ist €™ = cos(z) + isin(z) fiir alle z € R. Die Funktion z + ez ist also 27-periodisch und
parametrisiert den Einheitskreis: Fiir « € [0, 27) ist « gerade die Bogenlidnge des Bogens zwischen
0 und e'*.
Das Ezponentialgesetz
6i(:r+y) — eiz . eiy

liefert 4
cos(z + y) = Re e @) = cos(z) - cos(y) — sin(z) sin(y).

Diese und &hnliche Formeln sind sehr leicht aus der komplexen Exponentialfunktion herzuleiten.
Deshalb fithrt man sie oft schon in Analysis I ein, wie es etwa in [I] dargestellt wird.

Mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion erhalten wir auch die Polardarstellung komplexer
Zahlen: Zu jedem z € C gibt es ein ¢ € R derart, dass z = |z]e!?. Fiir z # 0 ist diese Darstellung
bis auf Addition von k27 zu ¢ (mit k € Z) eindeutig. Wahlt man ¢ € (—m, 7] so spricht man
vom Hauptwert und setzt Arg z := .

In Polarkoordinaten ist die Multiplikation komplexer Zahlen besonders einfach zu beschreiben.
Es seien z; = r1€! und zp = r9e??? mit 71,75 > 0 und @1, @2 € R. Dann gilt

21 - 2o = Tyl (P1Te2)
i — lefitpl
z1 1
|z1] =11
7 =rie

Der Ausdruck “komplexe Zahl” wurde 1831 von C.F. Gauf} eingefiihrt. Schon seit dem 16.
Jahrhundert wurden mit formalen Ausdriicken wie 5 + 1/—15 gerechnet (G. Cardano 1545). Die
strenge Definition der komplexen Zahlen als Paare von reellen Zahlen geht auf W.R. Hamilton
(1837) zuriick.



2 Komplexe Differenzierbarkeit

Eine Teilmenge 2 C C heifit offen, falls es zu jedem Punkt zy € Q eine Kreisscheibe
B(z0) ={z€C:|z— 2| <r}

gibt, die ganz in Q enthalten ist. Mit B,(zo) = B,(20) \ {20} bezeichnen wir die punktierte
Kreisscheibe.

Es sei g: B,(2) — C und a € C. Wir schreiben lim,_, ., g(2) = a, falls lim,_, g(2,) = a fiir
jede Folge (z,) C By(20) mit lim z,, = zo. Dies ist dquivalent zu folgender Aussage: Zu jedem
e > 0 gibt es § > 0 sodass 0 < |z — zp| < § impliziert, |g(z) — a] < €.

Wir kommen nun zum wichtigsten Begriff in dieser Vorlesung.

Definition 2.1. Es sei Q2 C C offen.

(a) Eine Funktion f: Q — C heifit komplez-differenzierbar in einem Punkt zo € , falls

lim f(Z) — f(ZO) — fl(zO)
Z2—r20 zZ— 20

existiert.

(b) Falls f in jedem Punkt zy € Q komplex-differenzierbar ist und die Ableitung f’: Q — C stetig
ist, so heiflt f holomorph.

Erstaunlicherweise ist f schon holomorph, wenn f in jedem Punkt aus {2 komplex-differenzier-
bar ist. Mit anderen Worten: Die Stetigkeit der Ableitung f’ von f ist automatisch erfiillt. Dies
beweist man mit einem sehr schonen Argument (Integration iiber Dreicheckswege), das auf E.
Goursat 1883 zuriickgeht. Wir wollen auf diese Subtilitdt hier nicht eingehen.

Der Begriff der holomprhen Funktion ist also voéllig analog zum Begriff der stetigen Diffe-
renzierbarkeit aus der reellen Analysis. Deswegen ist es nicht verwunderlich, dass die folgenden
Permanenzeigenschaften (mit den gleichen Beweisen) giiltig sind.

Satz 2.2 (Rechenregeln). Es seien f,g: Q — C holomorphe Funktionen. Dann gilt:
(a) f ist stetig (d.h. z, — zo impliziert f(zn) — f(z0) fir alle zp € Q).

(b) f =+ g sind holomorph mit (f £g)' = f' +£4'.

(c) [ g ist holomorph mit (f-g) =f" g+ f-g.

(d) Ist g(z) # 0 fir alle z € Q, so ist auch g auf Q holomorph mit

<f)’ _f9-df
g 9P



2. KOMPLEXE DIFFERENZIERBARKEIT

Diese Rechenregeln beweist man genauso wie die entsprechenden Regeln fir reell-differenzier-

bare Funktionen.

Beispiel 2.3 (komplexe Polynome). (a) Sei f(z) = z. Dann ist f'(z) = limy_, 2== = 1. Nun
zeigt man mit Satz[2.2] durch Induktion, dass fiir f,,(z) = 2", f,(2) = nz""! gilt. Offenbar gilt
die Behauptung fiir n = 1. Wenn sie fiir ein n € IN richtig ist, so folgt wegen f,,+1(2) = 2fn(2)
aus den Rechenregeln, dass

Fr1(2) = fu(2)z + ful2) =021z + 2" = (n+ 1)2".

(b) Sei p(z) = >_p_, axz" ein komplexes Polynom, wobei ag,ar,...,a, € C. Aus (a) und Satz
[2:2) erhalten wir, dass

n
P (z2) = Zak k2L
k=1
Als néchstes wollen wir die Kettenregel notieren. Ihr Beweis erfolgt wie der des entsprechenden

Satzes aus Analysis 1.

Satz 2.4 (Kettenregel). Es seien 9,921 C C offene Mengen und f : Q — C sowie g: Q3 — C
holomorphe Funktionen, wobei g(21) C Q. Dann ist fog:Q — C holomorph und

(fo9)(2)=f'(g(2))g'(2)
fir alle z € Q.

Beispiel 2.5. (a) Es sei f: C — C holomorph. Dann definiert g(z) := f(2?) eine holomorphe
Funktion g : C — C mit ¢'(2) = f(2?)2z.

(b) Essei f:Q — C holomorph und B, (zy) C €. Sei aufierdem a € C mit |a| < 1. Dann definiert
g(2) = f(z0 + a - z) eine holomorphe Funktion ¢ : B1(0) — C mit ¢'(z) = f'(20 + az) - a.
Insbesondere ist

%f(zo +ta) = f'(z0 +ta) - a

fir alle t € (—r, 7).



3 Die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen

Im Folgenden wollen wir komplexe und reelle Differenzierbarkeit miteinander vergleichen. Wir
beginnen mit einer einfacheren Uberlegung, die lineare Abbildungen von R? nach R? betrifft.

Sei T: R? — R? eine lineare Abbildung. Dann gibt es eine eindeutig bestimmte Matrix

-}
r(3)-a()-( D) - ()

Sei w € C. Dann definiert T,: C — C, Tz := zw eine Abbildung von C nach C. Wir wollen

Abbildungen dieser Form in diesem Abschnitt Multiplikatoren nennen. Identifizieren wir C mit
R? und schreiben w = a + ib, so gehért zu T, die Matrix

(Z _ab) (3.1)

T ) ) ) a —b T
Ty <y> = (a +ib)(x + iy) = ax — by + i(bx + ay) = <b a > (—y) .
Umgekehrt, gehért zu der linearen Abbildung 7: R? — R? eine Matrix der Form (3.1]), so
ist T2 = wz fiir alle 2 € C wobei w = (a + ib), wenn wir wieder R? mit C identifizieren.

Multiplikatoren entsprechen also genau den Matrizen der Form (3.1)).

sodass

da ja

Soweit unsere Uberlegungen zu Multiplikatoren. Nun wiederholen wir den Begriff der Diffe-
renzierbarkeit aus der Analysis 2. Eine Abbildung A: R? — R? heifit affin, falls es b € R? und

eine Matrix B € R2*? gibt, sodass
A (”) - B (””) +b.
Y Y

Affine Abbildungen sind also lineare Abbildungen gefolgt von einer Verschiebung. Sei 2 C R?
offen. Man nennt eine Funktion f: Q — R? differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt durch eine
affine Abbildung approximiert werden kann. Die genaue Definition lautet wie folgt.

Definition 3.1. Sei f: Q — R? eine Funktion mit Komponenten u,v: Q — R, d.h.
u(z, y)>
T,y) = .
f(z,y) <U($7 y)

9



3. DiE CAUCHY-RIEMANNSCHEN DIFFERENZIALGLEICHUNGEN
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Dann heifit f differenzierbar, wenn es zu jedem w € € eine Matrix D f(w) € R2*2 gibt, sodass
f(w+h) = fw) + Df(w)h +r(h)
fiir eine Funktion r mit lim |0 @ =0.

Wir vergleichen also im festen Punkt w die Abbildung h +— f(w + h) und die affine Abbildung
h+— f(w)+ D f(w)h. Die Definition verlangt, dass die Differenz r(h), d.h. der Fehler dabei, klein
— némlich von der Gréenordnung o(h) — ist. Ist f differenzierbar, so existieren die partiellen
Ableitungen uy, u,, vy und v, und D f(w) ist die Jacobi-Matriz

D) — <uz<w> uy<w>) |

vp(w) vy (w)

Wir sagen, dass [ stetig differenzierbar ist, falls f differenzierbar und die Abbildung w — D f(w) €
R2%2 auf () stetig ist. Es gilt folgender Satz.

Satz 3.2. Eine Funktion f :Q — R? ist genau dann stetig differenzierbar, wenn die partiellen
Ableitungen u,, uy, vy und vy, existieren und stetig sind.

Also ist stetig differenzierbar dquivalent zu stetig partiell-differenzierbar. Das beweist man in
Analysis 2.

Sei nun f: Q@ — C eine Funktion. Dann ist f komplex-differenzierbar, wenn es in jedem z € 2
ein f'(z) € C gibt, sodass fiir die in einer Umgebung von 0 definierte Funktion

r(h) = f(z+h) = f(z) = f'(2) - h

gilt: limp_,0 @ = 0. Wir approximieren also die Funktion h» — f(z + h) durch die C-affine (d.h.

C-lineare Abbildung gefolgt von einer Verschiebung) Funktion h — f(z) + f'(z) - h. Sei nun
u = Re f und v :=Im f, also

F(2) = u(z) + iv(z) = (ZE;;) .

Da auch lim % = 0 ist f auch reell-differenzierbar und

Es ist also

Das bedeutet aber nach (3.1), dass

Uy (2) = vy(2), uy(2) = —vz(2)

und f'(2) = uy(z) + iv,(2). Schreiben wir nun u(z,y) = u(z) fiir z = z + iy, so haben wir also
gesehen, dass u und v die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen

Uy = vy und uy = —v, (CR)



erfiillen. Ist umgekehrt f = u 4 iv: Q — C mit stetig differenzierbaren Komponentenfunktionen
u,v:  — R derart, dass (CR)) gilt, so wissen wir, dass f reell-differenzierbar ist und somit fiir

r(h) == f(z+h) = f(z) = Df(2)h
gilt limy,_,q T‘(—:I) = 0. Hier ist nun wegen
() —ual2)
o= (13 i)
Damit gilt Df(2)(h1,h2)T = f/(2)(hy + ihe) fiir f'(2) = uz(2) + ivy(2). Es ist also
r(h) = f(z+h) = f(z) = f'(2)h

fiir alle (geniigend kleine) h. Damit ist f komplex-differenzierbar. Wir haben folgenden Satz
bewiesen, der holomorphe Funktionen reell beschreibt.

Satz 3.3. FEs sei Q2 C C offen und f = u+iv mit u,v: Q — R. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) Die Funktion f: Q — C ist holomorph.
(it) Die Funktionen u und v sind stetig partiell differenzierbar mit u, = vy und uy = —v,.
In diesem Fall ist f'(z) = uz(2) + ivg(2).
Beispiel 3.4 (Exponentialfunktion). Fiir die Exponentialfunktion exp: C — C gilt exp = u + v

mit u(z,y) = e” cosy und v(x,y) = e® siny. Damit ist
ug(z,y) = e cosy = e”sin’ y = vy (z,y)
uy(z,y) = —€"siny = —vy (2, y).
Die Funktionen u und v sind also stetig partiell differenzierbar und erfiillen . Damit ist die
Exponentialfunktion holomorph.
Im néchsten Abschnitt werden wir einen weiteren strukturellen Beweis der Holomorphie der

Exponentialfunktion kennenlernen.

Definition 3.5. Es sei Q C R? offen. Eine Funktion w: Q@ — R heifit harmonisch, falls die
zweiten partiellen Ableitungen existieren und

AU = Ugy + Uyy = 0
auf Q gilt. A = 68722 + 88—:2 heifit Laplaceoperator.

Satz 3.6. Sei : Q — C holomorph. Sind u = Re f und v =1m f zweimal stetig differenzierbar,
so sind u und v harmonisch.

Beweis. Da u; = vy und uy = —v,, ist Upe = vyp und vyy = —vzy. Da nach dem Satz von
Schwarz vy, = vy., folgt die Behauptung. O

Wir werden spéter sehen, dass der Real- und Imaginarteil einer holomorphen Funktion
automatisch beliebig oft differenzierbar sind, d.h. die partiellen Ableitungen beliebiger Ordnung
existieren. Damit sind also Real- und Imaginérteil jeder holomorphen Funktion harmonisch.

Ferner werden wir auf die umgekehrte Frage eingehen: Ist jede harmonische Funktion auf

der Realteil einer holomorphen Funktion? Die Antwort hdngt von der Gestalt der Menge 2 ab.

Man kann die offenen Mengen ) genau beschreiben, fiir die diese Aussage richtig ist. Wir werden
im Abschnitt 13 darauf zuriickkommen.

11






4 Potenzreihen

In diesem Abschnitt untersuchen wir das Konvergenzverhalten einer Potenzreihe

oo
E apz”.
n=0

Wachsen die Koeffizienten (a,,) nicht zu stark, dann stellt sie auf einer Kreisscheibe eine holomorphe
Funktion dar.

Definition 4.1. Es sei g,,: 2 — C, n € Ny, eine Folge von Funktionen. Wir sagen, dass (g,)
gleichmdjig gegen eine Funktion g : Q — C konvergiert, wenn es fiir alle ¢ > 0 ein ng € IN gibt,
sodass |gn(2) — g(2)] < € fir alle n > ng und alle z € Q.

Aus Analysis 1 ist bekannt, dass die Grenzfunktion g stetig ist, sofern alle Funktionen g,
stetig sind. In anderen Worten: Der gleichméflige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig.
Besonders interessant sind gleichméfig konvergente Reihen.

Definition 4.2. Es sei Q C C offen unf f,,: @ — C stetig. Wir sagen, dass die Reihe Y > fn(2)
auf 0 normal konvergiert, falls es Zahlen g, > 0 gibt, sodass

() |fn(2)] < g, fur allen € N und z € Q

(b) X0l n < 0.

Konvergiert eine Reihe Y7 f,, normal auf Q, so konvergiert sie auch gleichméBig auf Q und
f(z) =30" fn(2) definiert eine stetige Funktion f: Q — C.
Wir kommen nun zur Definition einer Potenzreihe.

Definition 4.3. Es sei (a,) C C und zy € C. Der Ausdruck > 7 an(z — 20)™ heifit Potenzreihe
mit Entwicklungspunkt zo und Koeffizienten a,.

Satz 4.4 (Konvergenzradius). Fir eine Koeffizientenfolge (a,,) C C definieren wir

R :=sup{r > 0: sup |a,r"| < oo} € [0, 0]
n€Ng

Dann konvergiert die Reihe Y.~ an,z™ normal in B,.(0) fir alle 0 < r < R und divergiert fiir
alle z € C mit |z| > R.

Man nennt die Gréfle R aus Satz den Konvergenzradius der Potenzreihe Y a,2".

Wir erinnern daran, dass lim b,, = 0 eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz der Reihe
ZZO:() b, ist. Fiir eine Zahl ¢ > 0 konvergiert die Reihe Ziozo q" genau dann, wenn ¢ < 1. Fiir
q > 1 ist lim g™ = oo.

13
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Beweis. Essei R > 0und 0 < r < R sowie r < ¢ < R. Dann gibt es ¢ > 0 derart, dass |a,|0™ < ¢

fur alle n € IN. Damit ist N .
r T

|an‘,’,n S |an|9n <) S (O <> .
0 Y

Da /o < 1 konvergiert die Reihe >~ a,2" normal in B,(0).
Nun sei R < oo und |z| > R. Dann ist (a,,2")nen keine Nullfolge, weshalb die Reihe 07 a,2"
divergiert. O

Aus dem Beweis ziehen wir die

Folgerung 4.5. Es sei (a,) C C und zp € C. Die Reihe
F) =Y (s — z0)"
n=0

konvergiert normal in By(zo) fir alle r < R. Damit ist f: Br(z9) — C stetig.

Den Konvergenzradius einer Reihe kann man durch folgende Formel aus den Koeffizienten
bestimmen.

1/n

Satz 4.6 (Hadamard). Es sei (an) C C und ¢ = limsup,,_,|an|’". Dann ist R = % der

Konvergenzradius der Reihe Y anz".

Beweis. Wir zeigen zunachst, dass % < R. Das ist trivial, wenn ¢ = oco. Sei nun ¢ < oo und
1 . . . . 1 .
0<r< " beliebig. Es geniigt zu zeigen, dass r < R. Da i > g gibt es ng € IN derart, dass

/n < % fiir alle n > ng. Deshalb ist 7"|a,| < 1 fur alle n > ng und somit r < R.
Wir zeigen nun, dass R < %. Das ist trivial, wenn g = 0. Sei also ¢ > 0 und sei r > % beliebig.

|an|

Es geniigt zu zeigen, dass r > R. Wahle % < s < p. Dann gibt es ny € IN derart, dass |an|1/n >s
fur alle n > ng. Deshalb ist

r"an| > (rs)" — o0 (n— 00).
Daraus folgt, dass r > R. O

Lemma 4.7 (Abgeleitete Reihe). Sei R der Konvergenzradius der Reihe Y~ i anz". Dann hat
die formal abgeleitete Reihe

o0 o0
Z napz"" 1 = Z(n + 1)ay, 12"
n=1 n=0

ebenfalls den Konvergenzradius R.

Beweis. Es sei R’ der Konvergenzradius der abgeleiteten Reihe. Wir zeigen zunéachst, dass R < R'.
Wir dazu annehmen, dass R > 0 und wahlen r < R und r < s < R. Dann gibt es d > 0 derart,
dass |a,|s™ < d fir alle n € N. Da r/s < 1 ist

¢ = sup {(n—i— 1)- <i>n} < 0.

nelN S

Damit ist
n " " _d
(n+ Dlans ™ = fansals"(n+1) (£) "< S



fiir alle n € IN. Also ist r < R’ und folglich R < R’.

Wir zeigen nun, dass R’ < R. Sei dazu R’ > 0 und 0 < r < R’. Dann gibt es ¢ > 0 derart,
dass r""!nla,| < c fiir alle n € IN. Weil insbesondere 7"|a,,| < rc fiir alle n € IN ist also r < R.

Daraus folgt, dass R’ < R. O

Theorem 4.8. Es sei Y - an(z — 20)" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann

definiert
z) = Z an(z — 29)"
n=0

eine holomorphe Funktion f : Br(zo) — C. Es gilt

)= Z nan(z — 29)" !
n=1

fir alle z € Br(zo).

Beweis. Es sei ohne Beschrénkung der Allgemeinheit zg = 0. Sei b € Br(0) und |b| < r < R. Fiir
z € B,(0) ist 2™ —b" = (2 — b)gp(2) mit

Qn(z) — Zn—l +bz7z—2 =+ bQZn—S R +an—2 _'_bn—l.

Insbesondere ist g, (b) = nb"~!. Betrachte nun die Reihe

Z) = Z anQn(Z)

Sie konvergiert normal in B, (0), da fir z € B,(0) gilt
n
kg k= -
lanllan(2)] < lanl Y r"F o1 < Jaglnr
k=1
und Y07 fay|nr™ ! < oo weil 7 < R. Somit ist g : B.(0) — C stetig. Ferner ist

oo

)(z—10) Zanqn (z—b) Z " —a,b™) = f(z) — f(b).

n=1 n=1

Da b € Br(0), folgt nun

f/(b) = lim JE = 10) = lim g(z) = g(b) = i annb" L.

z—b z—20b z—b

O

Korollar 4.9. Die durch eine Potenzreihe f(z) == > " an(z—20)™ mit Konvergenzradius R > 0
gegebene Funktion ist auf Br(zo) beliebig oft komplex differenzierbar und

f(n) (20) .

n!

Ay =

fiir alle n € INy.

15
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Beweis. Induktiv sieht man, dass fiir die k-te Ableitung f*) von f gilt
f®(z) = Zanon~~~~(n7k+l)z”*k
n=k

fiir alle & € IN. Folglich ist f*)(20) = ap -k-(k—1)----- 1 = aik! wie behauptet. O

Definition 4.10. Sei 2 C C offen. Eine Funktion f: Q2 — C heif3t analytisch, falls zu jedem
Punkt zg € Q eine Kreisscheibe B,.(z9) C 2 und eine Potenzreihe

o0
Z ap(z — 20)"
k=0

mit Konvergenzradius R > r existieren, sodass
o0

F(z) =) ar(z—z)"
k=0

fir alle z € B,(z0). Man sagt auch, dass f lokal in eine Potenzreihe entwickelbar ist.

Wir haben also gesehen, dass jede analytische Funktion f: {2 — C holomorph ist. Sie ist sogar
beliebig oft komplex differenzierbar und alle ihre Ableitungen f*): Q — C sind wieder analytisch
und insbesondere holomorph.

Beispiel 4.11. (a) Die Exponentialreihe exp(z) = > > i—T: hat den Konvergenzradius R = oo.
Das sieht man am einfachsten aus dem Quotientenkriterium: Es zeigt, dass >~ % < oo fiir
alle r > 0. Aus Theorem [£.§] folgt, dass exp : C — C holomorph ist, was wir auch schon mit
Hilfe der Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen nachgewiesen haben. Aus Theorem
folgt auch noch, dass exp’(z) = exp(z) fiir alle x € C. Fiir relle Argumente wissen wir das

schon aus Analysis 1.

(b) Die komplexe Kosinusfunktion

—1)»
cosz:zz( ) 22

n=0
hat den Konvergenzradius R = 0o, ebenso die Sinusfunktion

. o - (_1)n 2n+1
San—;(Qn—’_l)'Z .

(¢) Die geometrische Reihe
oo
f(z) = Z 2"
n=0

hat den Konvergenzradius 1. Sie konvergiert in keinem z € C mit |z| = 1, weil in diesem Fall
z" keine Nullfolge ist.

(d) Die Reihe

oo n

>
n2

n=1

hat den Konvergenzradius 1. Sie konvergiert in jedem z € C mit |z| = 1.



(e) Die logarithmische Reihe

log(z+1) : i ”1Z

n=1

hat den Konvergenzradius 1. Sie divergiert in z = —1, weil Y > |

jedes andere z € C mit |z| = 1.

% = 00, und konvergiert fiir

17






5 Stammfunktionen

Aus Analysis 1 wissen wir, dass jede stetige Funktion, die auf einem reellen Intervall definiert ist,
eine Stammfunktion besitzt. Wir fragen uns nun, ob eine analoge Aussage auch fiir holomorphe
Funktionen gilt. Sei Q2 C C offen und f:  — C holomorph. Gibt es eine holomorphe Funktion
F:Q — C mit F/ = f? Wir werden eine positive Antwort auf diese Frage geben, wenn die
Menge Q sternférmig ist. In diesem Fall kénnen wir eine Stammfunktion sehr leicht durch
Integration konstruieren. Fiir beliebige Gebiete (z.B. fiir C\ {0}) ist die Aussage falsch und es
ist ein zentrales Thema der Funktionentheorie, die Gebiete zu charakterisieren, auf denen jede
holomorphe Funktion eine Stammfunktion besitzt. Darauf werden wir im Abschnitt 13 und 19
wieder eingehen. Zunéchst definieren wir das Riemannintegral von komplexwertigen Funktionen
einer reellen Variablen.

Definition 5.1. Es seien —0co < a < b < oo und f: [a,b] — C stetig. Wir definieren
b b b
/ f(t)dt = / Re f(t) dt+i/ (Im f)(¢) dt,
wobei auf der rechten Seite die iiblichen Riemannintegrale reellwertiger Funktionen stehen.

Eigenschaften 5.2. Fir alle stetigen Funktionen f,g: [a,b] — C und alle ¢ € C gilt

b b b
(a) / (f +9)(t) dt = / £(t) dt + / o(t) dt

(b) /abcf(t) dt = c/abf(t) dt.

/ab F(¢) dt

Beweis. (a) Folgt unmittelbar aus der Additivitat des Riemannintegrals fiir reellwertige Funktio-
nen.

b
(c) < / (1) dt.

(b) Essei c=a+if und f =u+iv mit u = Re f und v = Im f. Dann ist
b b b
/cf(t)dt:/ au(t)—ﬂv(t)dt—&-i/ av(t) + Pu(t) dt

a/abv(t) dt—i—ﬁ/abu(t)dt]

:a/abu(t)dt—ﬁ/abv(t)dt—f—i

:c/abf(t)dt.
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(¢) Wir schreiben f; f(t)dt = z = re!? mit r = |z|. Dann ist
. b b .
fl=r e [foa= [ e opar
nach (b). Folglich ist
b b _ b
|2] :Re/ e "F(t) dt:/ Re (e " f(t)) dt g/ |f(t)]de. O

Definition 5.3. Eine Funktion f: [a,b] — C heiit stetig differenzierbar, falls Re f und Im f
stetig differenzierbar sind. In diesem Fall setzen wir f’ := (Re f)’ + i(Im f)’.

Eigenschaften 5.4. Fs seien f,g: [a,b] — C stetig differenzierbar. Dann gilt
b

(a) / f(t)dt = f(b) — f(a) (reeller Hauptsatz)

(b) (f-9) =f'g+fg" (Produktregel)

b
(c) / fo' dt = f(=)g(2)

Beweis. (a) Es gilt

z=b b
—/ f'g dt (partielles Integrieren)
z=a a

b b b
/ @ dt:/ (Re f)(¥) dt+z’/ (Im f)'(t) dt

a

= Re f(b) — Re f(a) + i(Im f(b) — Im f(a)) = f(b) — f(a).

(b) Diese Aussage beweist man wie im reellen Fall oder durch Anwenden der reellen Produktregel
auf Real- und Imaginérteil.

(c) Esist

b b b
/f(t)g’(t) dt+/ f')g(t) dt:/ (f-9)'(t) dt = f(b)g(b) — f(a)g(a). H

Wir wollen nun Integrale studieren, die von einem komplexen Parameter abhéngen. Der
folgende Satz besagt, das wir unter dem Integral komplex differenzieren diirfen.

Satz 5.5 (komplexe Ableitung unter dem Integral). Es sei 2 C C offen, —co < a < b < 0o und
fi]a,b] x Q@ — C stetig. Es gelte

(a) f(t, -): Q@ — C ist fiir jedes t € [a,b] komplez-differenzierbar und
(b) Oa2f: [a,b] x Q — C ist stetig.

Dann ist die durch F(z) = ff f(t,z) dt gegebene Funktion F: Q — C holomorph und

b
F’(z):/ Oaf(t,z) dt

fiir alle z € Q.
Hier ist Oof die kompleze partielle Ableitung nach der zweiten Variablen, d.h.
Oof(t, z0) = lim L) =T (t:20)

zZ—20 zZ— 20



Beweis. Fur z € Q sei G(z) == ff O f (t, z) dt. Wir zeigen, dass F' = G. Sei dazu z € Q fest und

r > 0 derart, dass B,(z) C Q. Da Oaf stetig ist, ist O2f auf der kompakten Menge [a, b] X B,(2)
gleichméfig stetig. Es sei € > 0. Dann gibt es 0 < § < r derart, dass

|O2f(t,z+ h) —02f(t,2)] < e

fir alle t € [a,b] und |h| < §. Fir 0 < |h| < 0 gilt:

S| =

b
(F(z+h) = F(z)) - G(2) =/ (f(t72+h)—f(t%))—@zf(t»Z)} d

S

b 1
:/ %/ %(t,z—ksh) ds—azf(t,z)} dt
o L Jo

b-l 1
:/ E/ 82f(t,z+sh)-hds—azf(t,z)} dt
a L 0

-/ b / [Out.z + sh) — 021 (t,2)] ds e
a 0

Also ist

bopl

1) =FE) =GR < [ [ oz sm) = oape o) s

< (b—a) sup |02(t,z+ sh) —0af(t,2)| < (b—a)-e.
t€la,b],
s€[0,1]

Damit ist F'(z) = limj—, ¢ + (F(z + h) — F(2)) = G(z). Wir zeigen nun, dass F' = G stetig ist.

Sei dazu (z,) C Q mit lim z,, = z € Q gegeben und € > 0. Wegen der gleichméfBigen Stetigkeit
von Ja f gibt es § > 0 derart, dass fiir alle ¢ € [a,b] und w € Bs(2) gilt

|82f(t7w) - a2f(t7 Z)| <Ee.

Somit ist

b
F'(20)—F'(2)| = / Oof (b 2n) — Daf(t,2) dt| < (b—a)- sup [Daf(t, 2n) — Daf(t,2)| < (b—a)-e

t€la,b]

fiir n grofl genug, dass z, € B;(z). O

Definition 5.6. Es sei 2 C C offen und f: Q — C eine stetige Funktion. Eine holomorphe
Funktion F': Q — C heit Stammfunktion von f, falls F'(z) = f(z) fir alle z € Q.

Beispiel 5.7. (a) exp ist eine Stammfunktion von exp.
(b) sin ist eine Stammfunktion von cos und cos ist eine Stammfunktion von — sin.

(c) Essei f(z) = > ", a,z" eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R > 0. Dann hat nach
Lemma [£.7] die Reihe

o~ a
F(z) ::Z m_ it
—ntl

auch den Konvergenzradius R und F ist auf Br(0) eine Stammfunktion von f.
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(d) Es sei f(z) = ler1 auf B1(0). Dann definiert F'(z) = log(1 + z) siehe Beispiel (e) eine

Stammfunktion von f. In der Tat ist

22 8 A
Fz)=z—— 4+ -2 4 .
(2) =z 5 + T 1 +
und somit
oo 1
Fl(z)=1- 23 :E )" =
(2) 2425 —2°+ nzo( z) 52

fir alle z € B;(0).

Definition 5.8. Es seien a,z € C. Dann nennen wir
[a,z] ={a+t(z—a):t€[0,1]}

ein Segment. Eine offene Menge Q2 C C heifit sternférmig, falls es ein a € C gibt, sodass [a, 2] € 2
fiir alle z € Q. Wenn wir a prézisieren wollen, sagen wir auch, dass € sternférmig bzgl. a ist.

Beispiel 5.9. (a) Eine Kugel B,.(a) ist sternférmig.
(b) Jedes Rechteck ist sternformig.

(c¢) Essei Q C Cund zp € Q ein innerer Punkt von 2. Dann ist 2\ {#} nicht sternférmig.

Auf sternférmigen Gebieten kénnen wir zu jeder holomorphen Funktion leicht eine Stamm-
funktion angeben. Das besagt der ndchste Satz, der Hauptsatz dieses Abschnitts.

Theorem 5.10 (Stammfunktionen). Es sei Q2 C C eine sternformige, offene Menge. Dann besitzt
jede holomorphe Funktion f: Q — C eine Stammfunktion.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass 2 bzgl. 0 sternférmig ist, sonst verschieben wir (2. Es sei
f: Q2 — C holomorph. Fir z €  definieren wir

= /01 fltz)z dt.

Nach Satz angewandt auf h(t,z) = f(tz)z, ist F holomorph auf Q mit

F’(z):/ (f(tz) + f'(tz)tz) dt = / f(tz) dt—i—/ t-%(tz) dt

/ftz dt—/ F(t2)dt + f(2) = f(2)

wobei wir einmal reell partiell integriert haben. O

Theorem [5.10] ist das wichtigste Argument im Beweis des Hauptsatzes der Funktionentheorie
(Satz , der besagt, dass jede holomorphe Funktion analytisch ist. Insbesondere zeigt dieser,
dass die Ableitung einer holomorphen Funktion wieder holomorph ist. Das erkléart, warum wir in
Theorem vorausgesetzt haben, dass die Funktion f holomorph ist. In der reellen Analysis ist
das anders: Da konstruiert man zu jeder stetigen Funktion eine Stammfunktion, die dann aber
nur einmal stetig differenzierbar ist.

Ist F eine Stammfunktion von f, so ist auch F+c eine solche. In der Situation von Theorem [5.10
werden auf diese Weise alle Stammfunktionen gefunden. Wir kommen auf die Eindeutigkeit zuriick

(Korollar [6.14)).



6 Wegintegrale und der Cauchysche Integralsatz

In dieser Vorlesung definieren wir Wegintegrale einer holomorphen Funktion. Zentral ist der Satz
von Cauchy, der besagt, dass das Integral einer holomorphen Funktion iiber einen geschlossenen
Weg verschwindet, falls das zugrunde liegende Gebiet sternférmig ist.

Definition 6.1. Ein Wey ist eine stiickweise stetig differenzierbare Funktion v: [a,b] — C, d.h.
eine stetige Funktion ~, fiir die es eine Zerlegung

a=tg<t1 <---<t,=b

gibt, sodass fiir alle i = 1,...,n die Einschrankung |f,_, ;) stetig differenzierbar ist. Man nennt
sp(7) == v([a, b]) die Spur von . Der Weg ~ heifit geschlossen, falls y(a) = (b).

Wir werden im Folgenden ohne weitere Verweise die obige Zerlegung benutzen.

Beispiel 6.2. (a) Es seien 21,22 € C und v: [0,1] — C gegeben durch
Y(t) = z1 + t(z2 — 21).
Dann ist sp(y) = [z1, 22, das Segment zwischen den Punkten z; und zo.
(b) Es sei zg € C und r > 0. Es sei v: [0,27] — C gegeben durch
Y(t) = zo + re’.

Dann ist v ein geschlossener Weg und sp(7y) ist der Kreis mit Radius 7 und um den Mittelpunkt
20

Definition 6.3. Es seivy: [a,b] — C ein Weg. Wir setzen 5(t) := /(¢) auf den Intervallen (¢;_1, ;)
fiir ¢ = 1,...,n. Damit hat 4 eine stetige Fortsetzung auf [t;_1,¢;]. Wir nennen

o)=Y [ ol

die Weglédnge von 7.
Bemerkung 6.4. (a) Diese Definition ist unabhéngig von der Zerlegung des Intervalls [a, b].

(b) Approximiert man 7 durch Polygone, so wird man
n
L'() =sup > |y(t:) = y(ti-1)]
i=1

als Wegldnge definieren, wobei das Supremum tber alle Partitionen a < tg < t; < ... <t, = b,
n € IN gebildet wird (man mache eine Zeichnung!). Es gilt tatsichlich:

23
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Satz. L'(v) = L(v)

Beweis. ,<“:Seia <ty <t; <...<t,=>eine Partition. Dann ist
n n ts
GEREIES SN L
i=1 i=1 Jti-1
n ti
<> [ ha
i=17ti-1

=/ﬁwma=Lw»

»=>“ Sei € > 0. Da + gleichméafig stetig ist, gibt es § > 0, sodass
[t—s|<é = [y(t)—(s)| <e

Sei a <ty <ty <...<t,=Db eine Partition mit |[t; — ¢;_1| < 4. Dann ist

o) =3 [ Bl

Firi e {1,...,n} ist

/ih@wﬁs/iww—vmqnw+m—u4+wm4n

ti—1 ti—1

<elt; —tica| + [t — tiz1) - Y(tiz1)|

t;
= €lty —ti—1| + \/ F(ti—1) dt]
ti—1
t; t;

Sefti—tica|+[ [ Atic) =A@ At ] [ () dt]

ti—1 ti—1
< 2e(ti —tio1) + [v(t:) — y(ti-1)l-
Wenn wir aufsummieren, erhalten wir

L(7) < 26(b—a) + L'(v).

Da € > 0 beliebig war, folgt L(y) < L'(y). O
Definition 6.5 (Wegintegral). Es sei v: [a,b] — C ein Weg und f: sp(y) — C stetig. Wir
definieren

JRCEE S AN CIORCE (6.1

Siehe Kapitel [5| fiir die Definition der Integrale auf der rechten Seite von . Man sieht
leicht, dass die Definitoon nicht von der gewéhlten Unterteilung abhéngt, d.h. wenn a = sy <
§1 < -+ < 8y, = b eine weitere Unterteilung von [a, b] ist mit der Eigenschaft, dass v auf jedem
Intervall [s;_1, s;] stetig differenzierbar ist, so erhdlt man in den gleichen Wert.
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Eigenschaften 6.6. FEs sei~y: [a,b] — C ein Weg und f,g: sp(y) — C stetig.

(a) Es gilt
L (f +9)(z) dz = / J(2)dz + / 9(2) dz

sowie

fiir alle w € C.

(b) FEs gilt die Fundamentalabschitzung

mit ¢ = Sup,eep ()| f(2)]-

Diese Eigenschaften folgen, wie auch die Aussagen des folgenden Lemmas, unmittelbar aus
den Definitionen.

Lemma 6.7. Es seiv: [a,b] — C ein Weyg.

(a) Fir den durch vo(t) .= vy(a + t(b — a)) gegebenen Weg ~o: [0,1] — C gilt sp(y) = sp(yo) und

/Wf(z)dz/vof(z)dz

fiir alle stetigen Funktionen f: sp(y) — C.

(b) Fiir den durch v~ (t) == v(b+ a —t) gegebenen Weg gilt

Lf(z)dz:—L f(z) dz

fiir alle stetigen Funktionen f: sp(y) — C.

(c) Es sei y1: [a1,b1] — C ein Weg mit y1(a1) = ~v(b). Weiter sei Q = sp(y) Usp(y1) und
f:Q — C stetig. Wir definieren v2: [a,b+ b1 —a1] = C durch vo(t) == ~y(t) firt € [a,b] und
Y2(t) =v1(t —b+ay) firt e (b,b+ by —ay). Dann ist

5 f(2) dsz(z) der/Vl f(z)dz.

Wir schreiben auch v @ vy = 2.

Lemma 6.8. FEs seiv: [a,b] = C ein Weg und f: Q — C holomorph mit sp(y) C . Dann ist

< 10) = £ (A

auf jedem Intervall [tj_q,t;].
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Beweis. Das beweist man wie im Reellen. Alternativ kann man auch Analysis 2 benutzen: Sei
~v(t) = z(t) +iy(t) und f(z +iy) = u(x,y) + iv(x,y). Dann ist

(1)) = —ula0) 9(0) = wa e (0) y()(0) + y (2(2),y(D)(0) = Re (F(4(6)) (1) . O

Der folgende Satz von Cauchy ist der Hauptsatz dieses Abschnitts.

Theorem 6.9 (Cauchyscher Integralsatz). Es sei Q C C offen und sternformig und f: Q — C
holomorph. Ferner sei v: [a,b] — Q ein geschlossener Weg. Dann gilt

L £(z)dz = 0.

Beweis. Nach Theorem hat f eine Stammfunktion F'. Dann gilt

LRG0) = F(1) A0

auf [t;_1,t;]. Es ist also

tj—1

n t; d
F(z) dz = 4 ey i
A Jz_:l/ a

=3 [F(y(t))) = F(3(tj-1))]
j=1

= F(y(tn)) — F(v(to)) = 0. H

Der Satz von Cauchy hat sehr viele Konsequenzen und Anwendungen, wie wir sehen werden.
Die Sternférmigkeit ist eine zentrale Voraussetzung wie das folgende Beispiel zeigt.

Beispiel 6.10 (Punktierte Kreisscheibe). Durch f(z) := 1 wird eine holomorphe Funktion auf
C )\ {0} definiert. Es sei : [0,27] — C\ {0} gegeben durch v(t) := €. Dann ist

2
L. it -
Lf(z) dz = /0 itle dt = 2mi.

Definition 6.11. Eine Menge 2 C C heifit zusammenhdngend, falls folgendes gilt: Fiir je zwei
offene und disjunkte Mengen 21, Q> C C mit Q C Q; U Q5 folgt, dass entweder Q; NQ = @ oder
QQ N Q = @

Eine Menge Q C C heifit wegzusammenhdangend, falls zu je zwei Punkten 21, zo € ) einen Weg
~: [a,b] = Q existiert sodass y(a) = z; und v(b) = z5.

Eine offene und zusammenhéngende Menge heifit Gebiet.

Satz 6.12. Fine offene Menge Q2 C C ist genau dann zusammenhdngend, wenn sie wegzusam-
menhdngend ist.

Beweis. Es sei zundchst 2 C C eine zusammenhéngende Menge. Wir fixieren zp € (2 und zeigen im
Folgenden, dass sich jeder Punkt aus {2 durch einen Weg mit 2y verbinden l&sst. Dazu betrachten
wir die Menge

Oy :={z€Q: Es gibt einen Weg v: [a,b] = Q mit v(a) = zp und v(b) = z}.



Beachte, dass zg € Q1 und deshalb Q; # (). Wir zeigen nun, dass ; offen ist. Sei dazu z; € O
beliebig und ~;: [a,b] — Q derart, dass v1(a) = 2z und 71 (b) = z1. Weil Q offen ist, gibt es
einen Radius r > 0 sodass B,(z1) C Q. Fiir beliebige 25 € B,(z1) ist die Verbindungsstrecke
Yo(t) = 21 + t(22 — z1) ein Weg v2: [0,1] — Q, der z; und 25 verbindet. Die Verkniipfung der
Wege v := 71 @ 72 definiert dann einen Weg von zo nach ze mit sp(y) C . Dies zeigt, dass
B(z1) C 2 und somit, weil z; beliebig gewidhlt war, dass ; offen ist.

Das gleiche Argument zeigt ebenfalls, dass Qg := Q \ Q offen ist. Sei dazu zo € Q3 beliebig
und r > 0 derart, dass B,(z2) C Q. Wir zeigen, dass B,.(22) C €. Angenommen, es gibt
w € By(2z2) Ny und also einen Weg 71 : [a,b] — Q mit v1(a) = zp und ~2(b) = w. Dann definiert
die Verbindungsstrecke 5 (t) == w + t(z2 — w) wieder einen Weg ~: [0,1] — Q, der w mit 2o
verbindet und wir erhalten mir v; @ v, einen Weg, der zo und 2z, verbindet, was nicht sein kann.
Also ist By(2z2) C Q2 und deshalb Qs offen. Weil Q zusammenhéngend ist und Qq N Q # @ folgt
nun, dass Qs = Q3 N Q = (. Das heifit gerade, dass 2 wegzusammenhingend ist.

Nun sei 2 als wegzusammenhéngend vorausgesetzt und wir nehmen an, dass ) nicht zusam-
menhédngend ist. Dann finden wir offene disjunkte Mengen €27,y C C mit 2 C 27 U Qs und
z1 € Q1 NQund 2z € Oy N Q. Aufgrund des Wegzusammenhangs gibt es einen Weg +: [a, b] —
mit y(a) = 21 und y(b) = 2. Wegen der Stetigkeit von v sind die disjunkten Mengen I; == y~1({)
und I = y~1(Qy) relativ offen in [a,b], d.h. es ist [} = Uy N[a,b] und Iy = Us N [a, b] fiir gewisse
offene Mengen Uy, U; C R. Da auflerdem Iy U I = [a, b] widerspricht dies dem Zusammenhang
der Menge [a, b]. Wir fithren dieses letzte Argument noch aus: Ohne Beschrankung sei a € I. Wir
setzen

c=sup{s>a:fa,s) CI;}

und unterscheiden folgende zwei Félle. Ist ¢ & Iy, so gibt es, weil I offen ist, ¢ > 0 mit (c—e, ¢] C I.
Dann ist aber I; N I # @, was nicht sein kann. Ist dagegen ¢ € I;, dann gibt es ein € > 0 mit
[c,c+€) C Iy, was der Definition von ¢ widerspricht. In beiden Fillen erhalten wir also einen
Widerspruch und wir haben gezeigt, dass €2 offen ist. O

Mit dem Beweis des Satzes erhdlt man leicht zwei zusétzliche Aussagen. Zum einen
lassen sich zwei Punkte einer offenen und zusammenhéngenden Menge sogar stets durch einen
Polygonzug verbinden. Zum anderen ist eine offene Menge bereits dann zusammenhéngend, wenn
sich je zwei Punkte durch einen stetigen Weg verbinden lassen.

Satz 6.13. Es sei Q) C C ein Gebiet und f: Q — C holomorph. Ist f'(z) = 0 fiir alle z € 2, so
ist f konstant.

Beweis. Es seien z1, z2 € Q. Dann gibt es einen Weg v: [a,b] — C mit y(a) = z; und (b)) = zs.
Nach Voraussetzung ist

S F8) = PG =0
fir alle ¢ € [a,b]. Also ist f(z1) = f(y(a)) = f(7(b)) = f(z2). O

Korollar 6.14. FEs sei Q) C C eine Gebiet und f: Q@ — C holomorph. Fiir je zwei Stammfunktionen
Fi, Fy: Q — C von f gibt es ein ¢ € C mit F1(z) = Fa(z) + ¢ fir alle z € Q.

Das Korollar ist eine komplexe Version des aus der Analysis 2 bekannten Eindeutigkeitssatzes.
Bemerkung 6.15 (Eindeutigkeitssatz aus der Analysis 2). Sei  C R? ein Gebiet und u: Q — R

stetig partiell differenzierbar. Ist grad u = 0, so ist u konstant.

Korollar 6.16. Sei Q) ein Gebiet und f: Q — C eine holomorphe Funktion, die nur reelle Werte
annimmt. Dann ist f konstant.
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Beweis. Esist also f = u+iv mit v = 0. Da u, v die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen
erfiillen, folgt dass gradu = 0. O
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7 Die Cauchysche Integralformel und der Hauptsatz

In diesem Kapitel werden wir die Cauchysche Integralformel beweisen, mit deren Hilfe sich die
Auswertung einer holomorphen Funktion durch ein Kurvenintegral berechnen ldsst. Diese Formel
ist der Schliissel fiir viele Ergebnisse der Funktionentheorie wie z.B. den Haupsatz, der besagt,
dass holomorphe Funktionen und analytische Funktionen ein und dasselbe sind.

Wir fiihren zunéchst folgende Bezeichung ein: Es sei zp € C, r > 0 und f: 0B, (z¢) — C stetig.

Dann setzen wir )
iy

/ f(z)dz = f(zo +ret)riet dt.
|z—z0|=T 0

Dies ist gerade das Kurvenintegral fA/ f(z) dz mit der durch (t) = rei* gegebenen Kurve
~: [0,27] — C.

Das folgende Beispiel spielt eine entscheidene Rolle in der Funktionentheorie. Im letzten
Abschnitt tauchte es bereits in der Rolle eines Gegenbeispiels auf.

Beispiel 7.1. Es sei zg € C und r > 0.

(a) Es ist
1 1 1 [T jpeit

211

dt = 1.

2= it
|z—z0|=r Z — 20 2 Jy  re

(b) Fiir m e Z\ {—1} ist

27 . ,r,m .
/ (z—20)"dz = / et dt = —e'™t
|z—z0|=r 0 m

Theorem 7.2 (Cauchysche Integralformel). Es sei Q2 C C offen und f: Q — C holomorph.
Ferner sei By (z9) C 2. Dann gilt

fir alle z € B (2p)

Beweis. Es sei z € By (zp) fest und 0 < € < r — |z — 2o| beliebig. Durch geschickte Zerlegung des
Integrationsweges wie in Abbildung [7.1] dargestellt, erhélt man aus dem Cauchyschen Integralsatz,

dass
/|wzo—r w—=z dw_/lwz—s w—=z dw_/yl wdw+[Y2 mdw—O—FO.
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Abbildung 7.1: Zerlegung des Integrationswegs Abbildung 7.2: Sternférmige Umrandung des
im Beweis der Cauchyschen Integralformel Integrationswegs v;

Um den Integralsatz tatséchlich auf die geschlossenen Wege v, und 72 anwenden zu konnen,
miissen wir uns zunichst klar machen, dass diese jeweils in sternférmigen Gebieten verlaufen
auf denen der Integrand holomorph ist. Abbildung zeigt exemplarisch die untere Begrenzung
eines solchen Gebiets, das sp(y1) enthélt.

Es ist also
1 ) 41 fw) o

w—z 21 ‘ w—z

fe(2) = i ‘

w—z|=¢ w—zo|=r

WEeil f im Punkt z komplex-differenzierbar ist, gibt es M > 0 derart, dass

‘f(Z)_f(w)‘ o

fir alle w € @\ {z}. Aus dem Fundamentalbeispiel [7.1| sehen wir, dass

)= 9 qu

211 | w—z

w—z|=¢e

Damit folgt mit der Fundamentalabschétzung, dass

1 1) = £)
/w—z|—s 4

‘fa(z)_f(z)‘: 27 w— z

M
< — .27 -e = Me.
2w

Dies zeigt, dass

1
z) =lim f.(2) =
£(2) = lim -(2) /Wo_r

0 o Tm

f(w)

w—z

dw. O

Die Cauchysche Integralformel zeigt insbesondere, dass die Werte einer holomorphen Funktion
im Inneren eines Kreises durch ihre Werte auf dem Rand desselben eindeutig bestimmt sind. Sie
erlaubt uns auch, die Funktion in eine Potenzreihe zu entwickeln. Dazu benutzen wir das folgende
Lemma iiber das Vertauschen von Integral und Summe bei normaler Konvergenz.



Lemma 7.3. Es seiy: [a,b] = C ein Weg und f,,: sp(y) — C eine Folge stetiger Funktionen.

Es seien ferner g, > 0 gegeben mit Y. qn < oo derart, dass |fn(2)| < g, fir alle z € sp(7) und
alle n € Ng. Dann definiert

F(2) =" fal2) (7.1)
n=0
eine stetige Funktion f: sp(y) — C und
flz)dz = Z / fn(z) dz.
Y n=0"7"7

Beweis. Da die Reihe normal konvergiert, ist durch (7.1) eine stetige Funktion f: sp(y) — C
definiert. Aus der Fundamentalabschidtzung erhélt man nun fiir alle N € IN, dass

/Yf(Z)dZ_nij%[yfn(Z) dz L(f(@-éh(@) dz
L G

n=N+1

< L(y) - sup
z€sp(7)

fa(2)

n=N+1

< L(y) Z dn.

n=N+1

Weil die rechte Seite fiir N — oo nach 0 konvergiert, folgt die Behauptung. O
Das folgende Resultat ist eine Konsequenz aus der Cauchyschen Integralformel.

Satz 7.4 (Hauptsatz). Es sei Q C C offen und B,(29) C Q. Ferner sei f: Q — C holomorph.
Dann ist

f(z) = Z an(z — 20)" (7.2)
n=0

fir alle z € Q mit |z — zo| < r, wobei

1 f(w)

Ap = (U/ — Zo)n+1

= %mi ),

dw (7.3)

w—zo|=Tr
fiir alle n € Ny.

Die Reihe (7.2) hat also einen Konvergenzradius R > dist(zg,9). Der Hauptsatz zeigt
insbesondere, dass jede holomorphe analytisch ist. Analytisch und holomorph sind also dquivalente
Eigenschaften.

Beweis. Wir betrachten zunéchst den Fall zg = 0. Aus der Cauchyschen Integralformel erhalten

wir, dass
fe) =g [ I

211 | w—z

dw

w|=r
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fir alle z € B,.(0). Nun sei 0 < g < 1. Fiir |z| < p gilt

1 1 1 1 2"
w—z w 11—

Z w w™ ’
w n=0

da |z/w| < o/r < 1. Lemma [7.3] erlaubt uns nun, Integration und Summation zu vertauschen und
wir erhalten

1

o f(w) Z wn+1 Z 2mi / |= w”“ o=t = ngoanzn

? |w|=r n—0

f(z) =
mit Koeffizienten a,, entsprechend ([7.3)).

Nun sei zg € Q beliebig. Wir setzen g(z) :== f(z + zo) und

(O (S IS N G (S BV f(w)

o 21 I¢|=r Cn+1 o 211 [¢|=r <n+1 - 211 |lw—2zo|=r (w — Z())n+l

dw

Aus der Betrachtung des ersten Falls folgt nun, dass g(z) = > - a,2" fiir alle |z| < r und also

o0

f(z) =9(z —20) = Z (z —2z0)"

fur alle |z — zo| < 7. O

Korollar 7.5. FEine Funktion f: Q — C auf einer offenen Menge Q0 C C ist genau dann
holomorph, wenn sie analytisch ist.

Bemerkenswert ist, dass die Funktion in jedem Punkt in eine Potenzreihe entwickelt werden
kann, die innerhalb der grofiten Kreisscheibe konvergiert, die noch in dem Gebiet €2 liegt. Wir
schauen uns zum Schluss ein konrektes Beispiel an.

Beispiel 7.6. Durch f(z) := H-% ist eine holomorphe Funktion f: C\ {i, —i} — C definiert. Die
Potenzreihe von f im Entwicklungspunkt zg = 0 ist

oo

1 n.2n
14 22 :Z(il) :

n=0

fir |2] < 1, wie man leicht mit Hilfe der geometrischen Reihe sieht. Der Konvergenzradius ist 1.
Tatséchlich sind ¢ und —i auf dem Konvergenzkreis singulédre Punkte. Wegen lim,_, ;| f(z)| = o0
kann f nicht holomorph in ¢ oder —¢ fortgesetzt werden.

Wir notieren noch ein weiteres Korollar, das aus dem Hauptsatz, Satz[7.4] und Theorem
folgt.

Korollar 7.7. Es sei Q C C offen und f: Q — C holomorph. Dann ist auch f' holomorph.
Insbesondere ist f beliebig oft komplex-differenzierbar.



8 Der Satz von Liouville

Die Cauchysche Integralformel ist an sich schon erstaunlich. Sie hat aber ebenfalls verbliiffende
Konsequenzen. In diesem und dem néchsten Abschnitt beschreiben wir zwei besonders interessante
Phénomene.

Als erstes wollen wir die Ableitungen einer holomorphen Funktion auch durch eine Version
der Cauchyschen Integralformel ausdriicken.

Satz 8.1 (Cauchysche Integralformel fiir Ableitungen). Es sei @ C C offen und f: Q@ — C
holomorph. Ferner sei zg € Q und r > 0 derart, dass B,(z9) C Q. Dann ist

1) _ 1/ (NP (8.1)
|zo—w|=r

n! 2w (w — z)nt1

Beweis. Fiir n =0 ist dies gerade die Aussage von Theorem also
1 2m it
f(z) = / (f(ZO_M dt.
0

- 2mi 20 + rett — 2)

Nach Satz diirfen wir unter dem Integral ableiten und erhalten (8.1) fiir n = 1. Das macht
man so fiir n = 2,3, ... oder korrekt durch vollstdndige Induktion (machen Sie’s korrekt!). O

Definition 8.2. Eine holomorphe Funktion f: C — C heifit ganze Funktion.

Aus der Cauchyschen Integralformel fiir Ableitungen erhalten wir folgenden erstaunlichen
Satz.

Satz 8.3 (J. Liouville 1847). Jede beschrinkte ganze Funktion ist konstant.

Beweis. Es sei z € C. Nach Satz[81] fiir n = 1 und 2o = 2 gilt
1
re =g [ A
lw—z|=r

= 2mi w — 2)

fiir jedes r > 0. Nach der Fundamentalabschitzung ist damit
1
If'(2)] < 5——52mr = —

wobei ¢ > |f(z)| fur alle z € C. Da r > 0 beliebig ist, ist f/(z) = 0. Weil z € C beliebig gewéihlt
war, erhalten wir aus Satz[6.13] dass f konstant ist. O

Wir haben bereits gesehen, dass sin und cos ganze Funktionen sind. Auf R sind sie beschréankt,
nicht aber auf C. Das folgt aus dem Satz von Liouville; zeigen Sie es direkt!

Aus dem Satz von Liouville kann man auflerdem sehr leicht den Hauptsatz der Algebra
herleiten. Das wollen wir im Folgenden tun.
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Satz 8.4 (Hauptsatz der Algebra). Jedes nicht-kontante komplexe Polynom besitzt eine Nullstelle
in C.

Beweis. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit betrachten wir ein normiertes Polynom, es sei
also p(z) = ap + a1z + -+ a, 12"t + 2" fiir n > 1. Wir nehmen an, dass p(z) # 0 fiir alle
z € C. Dann ist

1
eine ganze Funktion.
Es ist
p(2)] = |2I" 11 = g(2)] = 21" (1 = |g(2)])
mit a a Gy
9(=) = ot T
z z

Wir wéhlen R > 0 derart, dass \g( )| < 3 fiir alle z € C mit |2 > R. Also ist |p(z)| > 3|2|" auf
C\ Br(0) und somit |f(z)| < 2 auf €\ Bg(0). Da f auf Bg(0) als stetige Funktion ebenfalls
beschréinkt ist, ist f eine beschrinkte ganze Funktion und somit nach Satz konstant. Dies
widerspricht der Voraussetzung, dass p nicht konstant ist. O

Konstruiert wurden die komplexen Zahlen gerade so, dass das Polynom 1 4 22 eine Nullstelle
hat. Wir haben jedoch viel mehr erreicht, sogar folgende niitzliche Faktorisierung, in der genau n
Nullstellen (mit eventueller Wiederholung) vorkommen.

Korollar 8.5. Es seip(z) = ag+a1z+---+a,_12"" 142" ein normalisiertes komplexes Polynom
vom Gradn > 1. Dann gibt es z1, ..., 2z, € C sodass

p(z)=(z—21) - (2= 2zn)
fir alle z € C.

Bevor wir das Korollar beweisen, wenden wir den Hauptsatz auf eine ganze Funktion f : C — C
an. Auf diese Weise erhalten wir, dass fiir jedes 2y € C

(2) = Z an(z — 20)"

fiir alle z € C, wobei a,, = A )(Z") fir n =0,1,.... Die Funktion f ist genau dann ein Polynom
vom Grad m, wenn f(™)(z) ;é 0 und f)(z) = 0 fir alle k > m.

Beweis. Wir beweisen nun Korollar durch Induktion. Fiir n = 1 ist p(z) = ag + z gerade von
der gewlnschten Form fiir z; = —ag. Nun gelte die Behauptung fir ein n > 1 und es sei p ein
normalisiertes Polynom vom Grad n 4 1. Nach dem Hauptsatz hat p eine Nullstelle z,;. Wir
entwickeln nun p in eine Potenzreihe mit Entwicklungspunkt z,,; und erhalten

n+1

- =zt
k=0

mit an11 = 1. Da p(z,41) = 0 ist ag = 0. Also ist

p(z) = (2 = znt1)q(2)

fir ein Polynom g vom Grad n. Weil p normalisiert ist, ist auch ¢ normalisiert und deshalb,
nach Induktionsvoraussetzung, ¢ = (z — z1) - -+ - - (z — zp) fir gewisse z1,...,2, € C. Also hat p
ebenfalls die gewiinschte Darstellung. O



9  Punktweiser Grenzwert holomorpher Funktionen

In diesem und dem néchsten Abschnitt wollen wir weitere interessante Folgerungen aus der
Cauchyschen Integralformel ziehen. Ist f: Q — € holomorph,  C C offen und B,.(29) C 2 so ist

_ 1 f(w)
f(z) = 27Ti/|w—z0|_r p— dw

Wir haben bereits gesehen, dass diese Formel es erlaubt, f in eine Potenzreihe zu entwickeln. Wir
gehen jetzt umgekehrt vor und definieren eine Funktion tiber die Cauchysche Integralformel. Es
sei g: 0B,(z9) — C eine Funktion. Wir setzen

f(z): 1 9(w) dw (9.1)

270 Jjy—zg|=r W — 2

fiir alle z € B,.(2g). Dieser Ausdruck hat einen Sinn, falls ¢ lediglich als integrierbar vorausgesetzt
wird. Das soll natiirlich bedeuten, dass die Abbildung
t > g(zo + 7e’)

auf [0, 27] Lebesgue-integrierbar ist. Dann erhalten wir mit dem Beweis von Satz folgende
Aussage.

Lemma 9.1. Es sei zg € C, r > 0 und g: 0B,-(29) — C integrierbar. Dann definiert (9.1)) eine
holomorphe Funktion f: B,.(z9) — C, die durch die Potenzreihe

f(z) =Y an(z—20)"
n=0

gegeben ist, wobes

1 g(w)
= — ——— dw.
Ay, 27 ‘207w|:7‘ (w _ Z())n+1 w

Beweis. Wir wiederholen die Argumente um nachzupriifen, dass die Integrierbarkeit reicht. Ohne
Einschrankung kénnen wir annehmen, dass zp = 0. Es ist also

27 3
f(z) = ! / glre’) -rie’ dt.
0

271 rett — z

z
rett

Sei nun 0 < ¢ < 7, |2| < p. Dann ist |

< 2 < 1. Also ist

rett 1 P
- e

it _ ,
re z reit ne0
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gleichméaBig in ¢ € [0, 27]. Damit ist

fz)= Z an 2"
n=0

mit

27 it
an, ! g(re”) dt = L/ 9(w) dw. O
|w|=r

21 Jy  rmeint 2mi wntl
Nun erinnern wir uns an den Satz von Lebesgue aus der Mafltheorie. Hier ist ein Spezialfall.

Satz 9.2 (Lebesgue). Es seien uy,: [a,b] — C stetig, |un(t)] < ¢ fir alle t € [a,b] und n € N. Es
existiere
u(t) = lim wu,(t)

fiir alle t € [a,b]. Dann ist u: [a,b] — C integrierbar und

b b
/ w(t)dt = Tim [ un(t) dt.

n—roo

Benutzen wollen wir die vorhergehenden Aussagen, um den folgenden bemerkenswerten Satz
iber den punktweisen Grenzwert holomorpher Funktionen zu beweisen.

Satz 9.3. Es sei ) C C offen und f,,: Q@ — C holomorph. Es gebe ¢ > 0 derart, dass |fn(2)| < c
fiir alle z € Q, n € N. Falls f(z) = lim f,,(z) fir alle z € Q existiert, so ist f: Q@ — C holomorph.

Beweis. Essei zg € Qund r > 0 derart, dass B,-(29) C Q. Wir zeigen, dass f auf B,.(z¢) holomorph
ist. Es ist . fo(w)
(W
W (2) = — I .
fal) = 5 /|= o) gy,

Mit Hilfe des Satzes von Lebesgue sieht man, dass f |sp, () integrierbar ist und nach Grenziiber-
gang n — 0o, dass

1 f(w)
= — d
/) 270 Sy zg|=r W — 2 v
Lemma [9.1] impliziert die Holomorphie von f. O

Dieser Satz ist insofern bemerkenswert, dass der punktweise Grenzwert beliebig oft diffe-
renzierbarer Funktionen im Allgemeinen nicht stetig ist auch wenn die Funktionen gleichmafig
beschrankt sind. Zeichnen Sie ein Beispiel!

Beispiel 9.4 (Laplacetransformation). Es sei f: [0,00) — R stetig und beschrankt. Man definiert
fir z € C4 == {z € C: Rez > 0} die Funktion

g(z) = /OO e f(t) dt.

0

Da |et| = |e7 e M| = |e 2| fiir 2 = x + iy, ist

/ et £(4)] dt < c/ e~trdt =<
0 0 €T

fiir > 0. Damit existiert das Integral als uneigentliches Riemannintegral.



Sei nun N
n(2) = —tz dt.
o) = [ e ar

Nach dem Satz iiber das komplexe Differenzieren unter dem Integral, Satz [5.5} ist g,: C4 — C
holomorph. Da ¢g(z) = lim g,,(z) fir alle z € C, ist auch g: C; — C holomorph.
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10  Der Identitatssatz

In dieser und der néchsten Vorlesung besprechen wir interessante, zum Teil auch verbliiffende,
Folgerungen aus dem Hauptsatz. Der folgende Identitédtssatz ist wichtig und hat zahlreiche
Anwendungen. Wir beginnen mit einem einfachen Hilfssatz und wiederholen dazu die Begriffe
relativ offen und relativ abgeschlossen.

Definition 10.1. Es sei 2 C C eine beliebige Menge. Dann heifit eine Teilmenge D C 2 relativ

offen (abgeschlossen) in €, falls es eine offene (abgeschlossene) Menge M C C gibt, sodass
D=MnAQ.

Alle relativ offenen Mengen in €2 bilden die sogenannte Spurtopologie auf 2. Man iiberlegt
sich leicht, dass eine Menge D C 2 genau dann relativ abgeschlossen in 2 ist, wenn fiir jede
konvergente Folge (z,) C D mit z := lim z,, € Q bereits z € D gilt.

Lemma 10.2. FEs sei Q C C ein Gebiet, ) # D C Q offen und relativ abgeschlossen in Q. Dann
ist D = Q.

Beweis. Es sei A C Q abgeschlossen, sodass D = QN A. Dann ist Q\ D = Q\ A offen. Aus der
Definition des Zusammenhangs folgt nun, dass Q\ (2\ D) =0, also D = Q. O

Theorem 10.3 (Identitéitssatz). Es sei Q C C ein Gebiet und f,g: Q — C holomorph. Es gebe
eine konvergente Folge (z) C Q mit lim z, = zg € Q derart, dass z, # zo und f(z) = g(zx) fir
alle k € IN. Dann ist f(z) = g(z) fir alle z € 2.

Beweis. Ohne Einschriankung sei g = 0, ansonsten erstzen wir f durch f —g. Es ist also f(z) =0
fiir alle £ € IN.
Es sei r > 0 derart, dass B,.(z9) C 2. Wir zeigen zunéchst, dass f(z) = 0 fir alle z € B,.(zo).
Nach dem Hauptsatz ist
z) = Z an(z — 20)"
n=0

fiir geeignete a, € C und alle z € B,(z9). Da lim z;, = zg ist, ist wegen der Stetigkeit von f,
f(20) = 0. Somit ist ag = 0. Es folgt

oo

f1(z) .—Z p; Z (z — 20)" Za”“ z—20)"
— 20

fiir alle z € B, (29) \ {#0}- Aus fi(z) = 0 fir alle k € N, folgt a; = lim f;(z;) = 0. Betrachtet
man nun fa(z) == f1(2)/(z — zo) sieht man genauso, dass as = 0. Sukzessive erhélt man, dass
an = 0 fiir alle n € IN. Also verschwindet f auf der Menge B,.(z9) wie behauptet.
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Nun betrachten wir die Menge
D ={z€Q: f(z) =0 in einer Umgebung von z}.

Dann ist D eine offene Menge und aus der vorherigen Uberlegung folgt, dass zyp € D. Andererseits
ist D auch relativ abgeschlossen in Q. Um dies zu sehen, sei (z) C D eine konvergente Folge mit
2o = lim z;, € Q. Wiederum aus der Voriiberlegung folgt nun, dass f auf einer Umgebung von
zo verschwindet, weshalb zg € D. Also ist D relativ abgeschlossen und nach obigem Lemma ist
D =9Q. O

Ein solcher Identitétssatz gilt nicht fiir reell-differenzierbare Funktionen, wie folgendes Beispiel
zeigt.

Beispiel 10.4 (Cauchy 1823). Es sei f: R — R gegeben durch

Fz) = {eﬂl x>0

0 z <0.

Dann ist f beliebig oft differenzierbar.

Als Tllustration der vielen moglichen Anwendungen des Identitétssatzes wollen wir das Expo-
nentialgesetzt fiir die komplexe Exponentialfunktion beweisen. Eine Moglichkeit ist, es mit Hilfe
des Cauchyprodukts zu zeigen. Der folgende Beweis benutzt stattdessen ein Argument aus der
Theorie der Differenzialgleichungen und den Identitétssatz.

Beispiel 10.5 (Exponentialgesetzt). Wir wissen, dass die Funktion exp: C — C holomorph ist
zZ LW

und exp’(z) = exp(z) fiir alle z € C. Wir wollen nun zeigen, dass e*t% = e*e¥ fiir alle z,w € C
wobei e* = exp(z).

Beweis. Es seien zunéchst a,b € R. Wir betrachten die Funktion u(x) := exp(a + ). Dann ist
v/ (x) = u(z) und u(0) = exp(a). Sei nun v(z) = e~ *u(z). Dann ist v'(x) = —e % u(z)+e v/ (z) =
0. Also ist v(z) = v(0) = exp(a) fir alle x € R. Also ist u(z) = e®v(z) = e*e®. Wir haben gezeigt,
dass e*T% = e%” fiir alle z € R.

Nun sei z € R und wir zeigen, dass e*t# = e%e fiir alle z € C. Die Funktionen f(z) = e®
und g(z) = e*e* sind holomorph und stimmen auf der reellen Achse tiberein. Aus dem Identitétssatz
folgt, dass f(z) = g(z) fir alle z € C.

Nun sei z € C. Wiederum sind die Funktionen f(w) = e** und g(w) = e*e* holomorph und
stimmen fiir alle w € R {iberein. Nach dem Identitatssatz ist g(w) = f(w) fiir alle w € C, was
den Beweis des Exponentialgesetztes abschlief3t. O

+z

Auf gleiche Weise iibertragen sich die Additionstheoreme fiir sin und cos aus der reellen
Analysis.

Beispiel 10.6. Es gilt
cos(z + w) = cos z cosw — sin z sinw

und
sin(z + w) = sin z cos w + sin w cos z

fir alle z,w € C.



11 Das Maximumprinzip

Der folgende Satz ist eine Folgerung aus dem Hauptsatz.

Satz 11.1 (Striktes Maximumprinzip). Es sei Q C C ein Gebiet, f: Q — C holomorph. Es gebe
20 € Q und r > 0 derart, dass B, (z9) C Q und |f(2)| < |f(20)| fiir alle z € B,.(20). Dann ist f
konstant.

Beweis. Ohne Einschrankung sei zp = 0. Wir kénnen f auf B,.(0) also als Potenzreihe

flz) = Z anz"
n=0

mit Konvergenzradius R > r und Koeffizienten (a,,) C C. Nach Voraussetzung ist

1

2T 2m
ol = 1£O)F = 5 [ 15OPar= o [ et

Wir berechnen

) o\ )
|f(’l“6it)|2 — f(’l“eit)f(eit) — (Z anrneint> <Z anr"ei"t> — Z an@rn—&-mei(n—m)t
n=0 n=0

n,m=0

mit gleichméBiger Konvergenz in ¢ € [0, 27]. Einsetzen liefert

9 o0 1 2m .
jaol* > > ﬂ/o AT T e T g

n,m=0
00 0o

= S =l 43
n=0 n=1

Somit ist a,, = 0 fir alle n € IN, also f = ag auf B,.(zp). Der Identititssatz impliziert, dass f = ag
auf Q. 0

Korollar 11.2 (Maximumprinzip). Es sei Q C C ein beschrinktes Gebiet und f: Q — C stetig
und auf  holomorph. Dann gilt

max|f(z)| = max|f(z)|

2€Q 2€00
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Beweis. Weil 992 und Q2 kompakt sind und | f| stetig ist, existieren die beiden Maxima aus der
Aussage des Satzes. Wir nehmen an, das max, _g|f(2)| > maxyeoalf(w)|. Dann nimmt |f| sein

Maximum im Inneren von € an, d.h. es gibt 29 €  sodass |f(z0)| > |f(2)] fiir alle 2 € Q.
Aus dem strikten Maximumprinzip folgt nun, dass |f| konstant ist im Widerspruch zu unserer
Annahme. U

Der Beweis zeigt sogar folgendes

Korollar 11.3. Es sei Q ein beschrinktes Gebiet und f: Q — C stetig und holomorph auf ). Ist
f micht konstant, so ist

1f(2)] < max|f(w)]|

weIN
fiir alle z € Q.
Beweis. Wir wissen aus Korollar dass |f(2)| < maxyesn|f(w)| fir alle z € Q. Gébe es ein

20 € Q mit | f(20)] = maxyeonlf(w)| so wire | f(20)] = max,cql|f(2)| und damit wire f konstant
nach Satz 1.1l O



12 Der Satz von Morera

Als weiter Folgerung aus dem Hauptsatz kommen wir auf unsere urspriingliche Konstruktion
einer Stammfunktion in einem Sterngebiet zuriick. Sei 2 C C offen, f: 2 — C holomorph. Ist
[21, z2] C C ein Segment, so definiert v(t) = 21 + t(22 — 21) einen Weg mit sp(vy) = [21, 22]. Dieser
Weg ist eine Parametrisierung von [z1, 23] mit Anfangswert z; und Endwert zo. Wir setzen

/{thz} f(z)dz = Lf(z) dz = /01 flzi+t(z2 — 21)) - (22 — 21) dt.

Sei nun 2 sternférmig, z.B. bzgl. 0. Dann hatten wir gesehen dass
1
F(z):= flw)dw = / fltz) - zdt
[0,2] 0

eine Stammfunktion von f definiert. Der Beweis bestand durch einfaches Differenzieren unter
dem Integral. Als Forderung haben wir den Cauchyschen Integralsatz und die Analytizitdt von f
erhalten. Im folgenden Satz setzen wir lediglich voraus, dass f stetig ist und fordern die Giiltigkeit
des Cauchyschen Integralsatzes fiir Dreiecke. Daraus schliefen wir, dass f holomorph ist.

Satz 12.1 (Morera). Sei Q offen und f: Q — C stetig. Es gelte

f(z)dz=0
oD

fiir jedes Dreieck D mit D C C.
Dann ist f holomorph.

Hat das Dreieck D die Eckpunkte 21, 22, 23 so ist

- (2)dz = /[21722] f(z)dz+ /[227%] f(z)dz+ /[23721] f(z) dz.

Beweis. Sei B,(z9) C Q. Wir zeigen, dass f auf B,(z) holomorph ist. Sei 0.B.d.A. zg = 0. Setze

F(z)= flw)dw = /0 ftz) -z dt.

[0,2]

Dann ist nach Voraussetzung
1
F(z+h) — F(2) :/ Fw) dw :/ F(z+th) - hdt,
[z,2+h] 0
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also folgt
h)— F !
w = / f(z+th) dt.
0
Da aber limy,_,qo fol f(z+th) dt = f(z) (beweisen sie das!), ist F'(z) = f(z). Damit ist F
holomorph mit f = F’. Aus Korollar folgt, dass auch f holomorph ist. O



13 Elementargebicte

Der folgende Begriff ist der Hauptgegenstand dieses Abschnitts.

Definition. Ein Gebiet (2 C C heifit Elementargebiet, falls jede holomorphe Funktion f: Q@ — C
eine Stammfunktion besitzt.

Wir hatten gesehen, dass sternférmige offene Mengen Elementargebiete sind. Auf der anderen
Seite ist 2\ {20} kein Elementargebiet, wenn 2 ein Gebiet mit zg €

Anschaulich sind Elementargebiete gerade die Gebiete, die keine Locher haben. Wir werden
diese Aussage im Abschnitt 17 prézise fassen.

Satz 13.1. Sei Q ein Gebiet in C. Folgende Aussage sind dquivalent:

1. Q ist ein Elementargebiet.

2. /f(z) dz = 0 fiir jeden geschlossenen Weg in  und jede holomorphe Funktion f.
%l

Beweis. (i) = (ii): Identisch mit dem Beweis des Cauchyschen Integralsatzes (Satz[6.9)).
(73) = (i): Sei zg € Q. Wir setzen

P = [ :f(w) dw = / f(w) du,

wobei v ein Weg in € ist mit Anfangswert zy und Endwert z. Die Voraussetzung besagt gerade,
dass diese Definition von der Wahl des Weges unabhéngig ist. Denn sind 71,2 zwei solche Wege
so ist

0= / @ av= [ - / ) dv

Sei nun z € 2. Wahle r > 0 so, dass B,(z) C . Fiir |h| <7 ist
z+h
F(z+h) — F(z) = / Flw) dw

:/1f(z+th)-hdt.
0

Damit ist )
.1 . _
ilLlL% E(F(z—k h) — F(z)) = }111:%/0 f(z+th)dt = f(2).
Die Funktion F' ist also eine Stammfunktion von f. O

45



13. ELEMENTARGEBIETE

46

In der Situation des Satzes von Morera hatten wir nur lokale Stammfunktionen angegeben, und
zwar in jeder Kreisscheibe, die in  liegt. Auf Elementargebieten finden wir zu jeder holomorphen
Funktion eine Stammfunktion auf ganz Q.

Als Anwendung beweisen wir die Existenz des Logarithmus auf Elementargebieten, d.h. einer
Umkehrfunktion der Exponentialfunktion.

Satz 13.2. Sei Q C C ein Elementargebiet und f: Q — C holomorph. Ist f(z) # 0 fir alle z € Q,
so gibt es eine holomorphe Funktion h: Q — C derart, dass

f(z) = exp(h(z)) fir alle z € Q (13.1)
gilt. Die Funktion ist eindeutig bis auf eine additive Konstante 2wim, m € Z.
Beweis. Findeutigkeit: Sei h: £ — C holomorph sodass gilt. Dann ist
f'(z) = I'(2) exp(h(2)) = I'(2) f(2).
Damit ist h eine Stammfunktion von fT/ Ist g eine weitere, so gibt es ¢ € C sodass g = h + c.
Damit ist exp(h(z)) = f(z) = exp(h(z) + ¢) = exp(h(z))e = f(z)e° fiir alle z € Q. Es ist also

e =1, d.h. ¢ =2mim, m € Z.
Ezistenz: Es sei g: Q — C eine Stammfunktion von fT Setze G(z) = w. Dann ist

oy g (z)exp(g(2))f(2) exp(g(2))f'(2)
Gla)= G

Also gibt es ¢; € C sodass G(z) = ¢; fiir alle z € Q. Wihle ¢ € C so, dass ¢; = exp(c). Damit
ist exp(g(2)) = f(z) exp(c), also definiert h(z) = g(z) — ¢ einen Logarithmus, d.h. eine Funktion

die (13.1)) erfiillt. O

Man nennt die Funktion h aus obigem Satz einen analytischen Zweig des Logarithmus von f.

=0.

Beispiel 13.3. Sei C_ := C\ (—00,0]. Es gibt genau eine holomorphe Funktion log: C_ — C mit
exp(log(z)) = z fiir alle C_ und log1 = 0. Es gilt

log(z) =log|z| + iarg z (13.2)

fur alle z € C_.

Beweis. Die Menge C_ ist sternformig bzgl. @ = 1. Sei f(z) = z. Damit ist Iz — 1 Die

fz) = =
1
log(z) := . dw
1

ist eine Stammfunktion von fT/ mit log1 = 0. Um 1D zZu zeigen, setze

Funktion

g(z) =log|z| +iargz =u+ v

mit u(z,y) = log /22 + y? und v(z,y) = arctan £.
Benutze die Cauchy-Riemannschen Differenzialgleichungen, um zu zeigen dass g holomorph
ist. Da e9*) = 2 fiir alle 2 € C_ ist 1 = Le9%) = ¢/(2)e9() = ¢/(z) - z. Also ist ¢/(z) = L fiir alle

z € C_. Dag(1) =0, folgt (13.2). O



Satz 13.4 (n-te Wurzel). Sei Q ein Elementargebiet, f: Q — C\ {0} holomorph. Sein € WN.
Dann gibt es eine holomorphe Funktion g: Q — C derart, dass

Beweis. Sei h: Q — C holomorph, sodass f = exp oh. Setze g(z) = exp @ O
Schliefilich sei bemerkt, wie man sich aus gegebenen Elementargebieten neue Elementargebiete
konstruieren kann.

Satz 13.5. 1. Seien Q1,9 Elementargebiete. Ist Q3 N Qo zusammenhdngend, so ist 1 U Qo
ein Elementargebiet.

2. Seien Q,,, n € N, Elementargebiete mit Q,, C Q41 fir alle n € N. Dann ist Un@N Q,, ein
Elementargebiet.

Beweis. Ubung. O

Nun kommen wir auf eine Fragestellung aus Abschnitt 3 zuriick. Dort hatten wir gesehen,
dass der Realteil einer holomorphen Funktion harmonisch ist. Nun zeigen wir, dass auf Elemen-
targebieten alle harmonischen Funktionen auf diese Weise gegeben sind.

Satz 13.6. Sei Q) ein Elementargebiet und h: Q — R harmonisch. Dann gibt es eine Funktion
v: Q — R derart, dass h + iv holomorph ist.

Die Funktion v ist bis auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt. Man nennt sie die zu
h konjugierte Funktion.

Beweis. Sei h: Q — R zweimal stetig partiell differenzierbar und hy, + hyy = 0 auf 2. Definiere
f=hgy —ihy, dh. f=u+iv mit u = hy, v=—hy.

Dann ist uz; = hgye = —hyy = vy und vy = hyy = hy, = —v,. Damit erfiillen v und v die
Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen und f ist holomorph. Da Q ein Elementargebiet
ist, besitzt f eine Stammfunktion F' = +iV. Damit ist

he —ihy = F' = Uy +iV,.

Folglich ist h, = U, und h, = —V, =V,, (Cauchy-Riemann). Wir haben gezeigt, dass gradh =
grad U. Da Q zusammenhéngend ist, gibt es nach Bemerkung [6.15] eine Konstante ¢ derart, dass
h = U + c. Die Funktion h + iV = (U + ¢) + iV ist holomorph mit Realteil h.

Die Eindeutigkeit sieht man so: Sind h + ivy und h + ivy holomorph, so ist i(v; — v3), also
auch vy — vy holomorph. Aus Korollar folgt, dass v; — vo konstant ist. O

Beispiel 13.7. Die Funktion
h(z,y) =log\/a? + y?

ist auf R? \ {(0,0)} harmonisch, aber nicht Realteil einer holomorphen Funktion.

Beweis. Auf C_C\ {z € R: x <0} ist h = Re f, wobeil f(z) = log|z| + i arg z, siche Beispiel
Die Funktion f hat keine stetige Fortsetzung in =, wenn = < 0, da lim,~ f(z + iy) —
lim, ~o f(z + iy) = 2m. O

Man kann zeigen, dass {2 genau dann ein Elementargebiet ist, wenn jede harmonische Funktion
auf 2 der Realteil einer holomorphen Funktion ist. Auf [2 Seite 245] werden 13 Aquivalenz-
relationen gegeben, die Elementargebiete beschreiben. Die erstaunlichste ist der Riemannsche
Abbildungssatz, den wir in Abschnitt 19 erldutern.
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14  Laurentreihen

Wir studieren in diesem Abschnitt holomorphe Funktionen, die in einer punktierten Kreisscheibe,
oder allgemeiner, in einem Ring definiert sind.

Satz 14.1 (Laurent). Sei
Q={zeC: r<|z| <R}

ein Ring mit 0 <r < R < 0.
Sei f: Q — € holomorph. Dann gibt es eindeutig bestimmte, holomorphe Funktionen g: Br(0) —
C, h: B1(0) — € mit h(0) = 0 derart, dass

1
1(2) = g() + h(2)
gilt fir alle z € Q.
Beweis der Findeutigkeit. Es sei
1
9 +h() =0, (29

wobei g: Br(0) = C, h: B1(0) — C holomorph sind und h(0) = 0. Zu zeigen ist: g = h = 0.
Setze k(z) = h(2) fiir |z| > r. Dann ist k(z) = —g(z) fiir z € Bg(0) \ B,(0). Damit definiert

o k(z), fir |z| > r
Fz) = { —g(z), fur |z| <r

eine ganze Funktion F. Da aber lim|,| F(z) = 0 gilt, ist nach dem Satz von Liouville F
identisch 0. 0

Fiir die Existenz bendtigen wir ein Lemma.

Lemma 14.2. Sei0<r<R<oo0, Q={z€C: r<|z| < R} und G: Q — C holomorph. Sei
r<ry <rg < R. Dann ist
/ G(z)dz = / G(z) dz.
|z|="1 |z|=r2

Beweis. Sei v, = rpe’, k=1,2, t € [0,2n]. Wir wollen zeigen, dass fvl@f G(z)dz =0.
2
Wir fligen Segmente ein, sodass

[ﬁ@% G(z)dz = é/k] G(z)dz

gilt, wobei k; geschlossene Wegen in einem sternformigen Gebiet sind, geméf folgender Zeichnung:
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Cauchyscher
Integralsatz

Nach dem Cauchyschen Integralsatz sind damit je fkj G(z) dz = 0 und die Behauptung
folgt. O

Beweis der Existenz. Sei z € ). Setze
f(w) = f(z)
G(w) = w—z
f(z), fiir w = 2.

, firw#z

Da f holomorph ist, ldsst sich f(w) = Y07 a,(w — 2)™ entwickeln fiir [w — z| <€, € >0
hinreichend klein, a,, = % Es ist ag = f(z). Also hat

W f(w):£<z) — Zan(w_z)n—l

w

eine holomorphe Fortsetzung in B(z) und somit in Q. Ferner ist a; = f’(z) die Fortsetzung in z.
Damit ist G holomorph. Nach dem Lemma [14.2] ist

/ G(w) dw = / G(w) dw.
|w|=ry |w|=mra

Also ist

L/ de—i/ 1) dw
270 Jyp=r, W — 2 270 Sy =gy W — 2

:L/ de—i/ /) dw.
270 Jjp=ry W — 2 270 Sy =y W — 2

Es ist aber
1 1
— dw = 0,
270 S| =py, W — 2
1 1
270 S =ry W — 2



Damit gilt
1 f(w) 1 f(w)

dw — —
w—Zz 21 w— z

flz)= 57 . e dw =: g(z) + k(2).

Es folgt aus unserem Satz iiber das komplexe Differenzieren unter dem Integral (Satz ,
dass g auf B,,(0) und k auf C\ B,, (0) holomorph sind. Ferner ist lim,|_,o k(z) = 0. Definiere
h: B1 (0) — € durch h(z) = k(£). Dann ist & holomorph und %(0) = 0. Da 71,72 beliebig waren

1
erhalten wir holomorphe Funktionen g: Bg(0) — C und h: B1(0) — C sodass f(z) = g(z) + h(2)
fiir alle z € Q. O

Korollar 14.3 (Laurentreihe). Sei f: Q — C holomorph, wobei @ ={z € C: r < |z| < R} der
Ring mit Innenradius r > 0 und Auflenradius co > R > r ist. Dann gibt es a,, € C, n € Z, sodass

+oo
@)= anz" (14.1)

n—=—oo

fiir alle z € Q gilt. Die Reihe konvergiert gleichmdfig auf jedem kleineren Ring 1 = {z € C:
r1 <|z| <re}, r <ry <re < R. Es gilt

1 f(w)

Gy = —
"o wntl

dw (14.2)

lw|=0

fir allen € Z undr < o < R.

Beweis. Es gibt a, € C, sodass g(z) =Y . a,2z™ mit Konvergenzradius > R und a_,,, sodass
h(z) = >, a_p2" mit Konvergenzradius > % Damit konvergieren die Reihen gleichméfig auf
B,,(0) bzw. B_1 (0). Es ist

1

o0 o0 o0
f(z) = Z anz" + Z a_pz " =: Z anz".
n=0 n=1

n—=—oo

Sei r < ¢ < R. Da die Reihe auf {w € C: |w| = o} gleichméaBig konvergiert, diirfen wir
Summe und Integral vertauschen. Es ist also fiir n € Z

oo

1 f(w) 1 >
— m—n—1
2mi wntl dw = 27 Amt dw
lwl=e lwl=e m=—oo
> 1
= g am—2 - w™ " N dw = ay,
m=—00 m |w|=e
da 5= f\w|:g w™ "L dw =1, wenn m = n, und - flwlzg w™ "1 dw = 0 sonst. 0

Bemerkung 14.4 (zur Definition der Summe). Es ist Zzo:foo anz2" = limy_ o0 erj:f]v apz" =
Yo gz > japz " fir v < |z| < R.
Man nennt (14.1)) die Laurentreihe von f. Formel (|14.2)) zeigt insbesondere, dass die Koeffizi-

enten der Laurentreihe von f eindeutig sind.
Genauso kann man die Laurententwicklung in anderen Punkten betrachten:
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Korollar 14.5. Sei Q C C offen, zy € Q. Dann gibt es a,, € C, sodass

oo

flz)= Z an(z — 20)"

fiir 0 < |z — 20| < R, wobei R = dist(zg, 092).
Beweis. Wende Korollar auf g(z) = f(z — 20) an

Wir betrachten die Laurententwicklung in einem Beispiel.
2 1 1

Beispiel 14.6. Sei f(z) = P gy e el + —

e Sei |z| < 1. Dann ist

Z :
Z —
zZ
S 31-3
n
D IEEE paE
= Z 30 +1 (Potenzreihenentwicklung)
n=0
1 1 ] 1
21—% - Zn 0 zn+1

u _ 1 1 _ oo oy

Fiir - 31-%2 T ano InTl

Also gilt

oo n o
z 1
f(Z) = Z gn+1 27
n=0 n=1
. fer 1 1 1 _ oo 3" 00 Sn_l

e Sei |z| > 3. Dann ist 3T :13 Zn—O S Zn:1 -

Damit ist

o0
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15 Singularititen

In diesem Kapitel untersuchen wir Singularitdten. Dazu geben wir uns eine offene Menge Q2 C C
vor zusammen mit einem Punkt zy € €. Ferner sei eine holomorphe Funktion

f:Q\ {2} —C
gegeben.
Wir wissen, dass f durch die Laurentreihe
(oo}
f(z)= Z an(z — 20)" (15.1)

gegeben ist, die in der punktierten Kreisscheibe B, (R) := {z € C: 0 < |z — 2| < R} konvergiert,
wobei R := dist(zp,d) der Abstand von zy zum Rand von € ist.
Als erstes betrachten wir den Fall, dass z eine ,falsche Singularitat® ist.

Satz 15.1 (Riemannscher Hebbarkeitssatz). Es gebe ¢ >0, 0 < d < R sodass
|f(z)] <c fir0<|z—z| <4

Dann hat f eine eindeutige, holomorphe Fortsetzung auf 2.

Beweis. Esist flr 0 <e <4

1 R,

" o 2—zg|=e (W — 20)"H!

Damit ist

1 1 c
|an| S ECFEQW = ey

nach unserer Fundamentalabschétzung b). Schicken wir € nach 0, so sehen wir, dass a,, =0
fur alle n < —1.
Die Funktion

g(z) == Z an(z — 20)"
n=0

ist also auf Br(zp) holomorph und stimmt fiir z # 2o mit f {iberein. O

Falls die Bedingung von Satz erfiillt ist, d.h. falls f in einer punktierten Kreisscheibe
mit Mittelpunkt zg beschréankt ist, so sprechen wir von einer hebbaren Singularitit. Z.B. hat

sin z

f(2) = %22 in 0 eine hebbare Singularitét.
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Bemerkung 15.2. Seien Q1,Qs C C offen, hy: Q; — C, ha: Q9 — € holomorph, sodass hi(z) =
ha(z) fir z € Q1 N Q. Dann definiert

. hi(z), z€M
h(Z) o {hz(z), z e QQ

eine holomorphe Funktion von € U Q5.
Das folgt offensichtlich aus der Definition einer holomorphen Funktion und wurde im Beweis
von Satz [[5.1] benutzt.

Wir behalten unsere eingangs gemachten Voraussetzungen an f: Q\ {20} — C bei.

Definition 15.3 (Klassifizierung von Singularititen und Nullstellen). Sei m € INy. Dann heif}t
20

1. Pol m-ter Ordnung, falls a_,, # 0 und a,, = 0 fir alle n < —m. Ein einfacher Pol ist ein
Pol erster Ordnung,

2. wesentliche Singularitit, falls es unendlich viele m € N gibt fiir die a_,, # 0,
3. Nullstelle der Ordnung m € IN, falls a,, = 0 fiir alle n < m und a,, # 0.
Pole lassen sich wie folgt charakterisieren.
Satz 15.4. Seim € IN. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) zo ist Pol m-ter Ordnung.
(ii) Es gibt eine holomorphe Funktion h: Q — C derart, dass
a) h(z) = (z—20)"f(2) fir alle z € Q\ {20} und
b) h(zp) # 0.

Beweis. (i) = (i1): Es ist fir 0 < |z — 20| < R

fz)= Z an(z — z9)"
wobei a_,, # 0. Setze
i an(z — 20)"t™, 2z € Br(20)
S
(z_i;)m, 2 € Q\ Br(zo).

Nach Bemerkung ist h holomorph auf  und erfiillt (7).
(i) = (i): Esist h(z) = Y .2, ba(z — 20)™ fiir |2| < R, wobei by = h(0) # 0. Damit ist fiir
0<|z—2| <R

£ =3 balz = 20",
n=0

also folgt wegen der Eindeutigkeit der Laurententwicklung, dass a_,, = by und a,, = 0 fiir n < —m.
Damit ist 2y ein Pol der Ordnung m. O



Ganz analog kénnen wir Nullstellen und ihre Ordnung charakterisieren.
Satz 15.5. Seim € IN. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) zo ist eine Nullstelle der Ordnung m.
(i) Es gibt eine holomorphe Funktion h: Q — C derart, dass
a) f(z) = (z— 20)™h(2) fir alle z € Q\ {20} und
b) h(z0) # 0.

Beweis. (i) = (ii): Setze

o0

Z an(z —20)"~™, z € Br(z0)
h(z) := "=’;( )
ﬁ, ZGQ\BR(Zo).

(i) = (i): Es ist h(z) = >0 bn(z — 29)" fiir |z] < R, wobei by = h(0) # 0. Damit
ist f(z) = D0 obn(z — 20)"™™ fiir 0 < |z — 29| < R. Es ist also a,, = 0 fiir n < m und
Am = bo 7£ 0. O

Pole von f und Nullstellen von % entsprechen einander wie der folgende Satz zeigt. Immer
noch ist f die eingangs beschriebene Funktion.

Satz 15.6. Sei m € IN.

1. Hat f einen Pol m-ter Ordnung in 29, so ist f(2) #0 in einer kleinen punktierten Kreis-
scheibe B.(z9) mit 0 < r < R, und zg ist eine Nullstelle m-ter Ordnung von %: B,(z) — C.

2. Hat f eine Nullstelle m-ter Ordnung in 2o, so ist f(z) # 0 in einer kleinen punktierten
Kreisscheibe B,.(zo) mit 0 < r < R, und zq ist ein Pol m-ter Ordnung von %: B,.(z9) — C.

Beweis. a): Die Funktion h in Satz (ii) erfillt h(zp) # 0, also gibt es 0 < r < R sodass

h(z) # 0 fir z € B,(zp) und folglich 1st 5 holomorph auf B, (zo) Da (z) =(z— zo)mﬁ auf
B, (), hat % eine Nullstelle der Ordnung m in zg (nach Satz |15.5]).
b): Wir benutzen Satz [15.5| (ii) und zeigen, dass + 7 Eigenschaft (ii) aus Satz erfullt O

Beispiel 15.7. 1. f(z) = (z = 1)° +2(2 — 1)% = (z = 1)°(1 + 2(2 — 1)). Wir withlen h(z) =
(142(z—1)). Da h(1) =1, hat f eine Nullstelle der Ordnung 5 in 1.

2. f(z) = % + 2 = % (14 22) hat einen Pol der Ordnung 2 in 0.

Der folgende Satz zeigt, dass sich holomorphe Funktionen in der Néhe einer wesentlichen
Singularitdt sehr wild verhalten. Er ist gar nicht schwer zu beweisen. Weiterhin sei f: Q\ {20} — C
die anfangs festgelegte holomorphe Funktion.

Satz 15.8 (Satz von Casorati-Weierstral). Hat f in zo eine wesentliche Singularitit, so ist das
Bild jeder noch so kleinen punktierten Kreisscheibe B,.(z9) unter f dicht in C, 0 <r < R.
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Beweis. O.B.d.A. sei 2o = 0. Sei 0 < r < R. Angenommen f(B,.(0)) ist nicht dicht in C. Dann
gibt es b € C, € > 0 sodass |f(z) — b| > e fiir alle z € B,(0). Setze h(z) = ﬁ. Dann ist

h: B,(0) — C holomorph und beschréinkt.
Es gibt also k: B,.(0) — C holomorph derart dass k(z) = ﬁ fir 0 < |z| <7 und |k(z)| < 2

fiir 0 < |z| < 7. Damit ist f(z) =b+ ﬁ
1. Fall: k(=) # 0.
Dann hat f eine hebbare Singularitdt in 0 — ein Widerspruch zur Voraussetzung an f.

2.Fall: k hat eine Nullstelle m-ter Ordnung in 0 mit m € IN.
Dann hat f einen Pol m-ter Ordnung. Auch das widerspricht der Voraussetzung an f. O

Bemerkung 15.9 (4quivalente Formulierung). Die Funktion f habe in 2 eine wesentliche Singulari-
téat. Sei w € C beliebig. Dann gibt es z,, € Q\ {20}, sodass lim,,_, o 2, = 20 und lim,,_,, f(z,) = w.

Beweis. Zu jedem n € IN gibt es nach Satz ein 2, € Bi(z) sodass f(2,) € B1(w). O
Korollar 15.10 (Charakterisierung von Polen). Folgende Aussage sind dquivalent:

(i) [ hat einen Pol in zy.

(i) Jim |1(2)] = oo.

Beweis. (i) = (ii): Wihle h wie in Satz[15.4] (if). Dann ist f(z) = h(z)(z — 2) ™™ fiir z € Q\ {0},
h(zo) # 0 und m € IN. Damit ist lim,_,,, | f(z)| = oo.

(#4) = (i): Nach dem Satz von Casorati-Weierstrafl gibt es eine Folge z, € Bg(2p), sodass
limy, 00 2 = 20, limp oo f(2n) = 1.

Damit gilt nicht lim,_,,, | f(2)] = occ. O

Bemerkung. lim,_,., |f(2)] = oo
& fiir alle o > 0 gibt es § > 0, sodass fiir 0 < |z — 29| < 0 gilt |f(2)] > 0
& fiir jede Folge (2, )new mit 2z, # 20, limy 00 2n = 20 gilt limy, o0 | f(2,)] = o00.



16 Integralberechnung

Man kann mit Hilfe des Satzes von Cauchy oft Integrale {iber ein reelles Intervall oder ganz
R berechnen. Wir geben hier ein sehr interessantes und wichtiges Beispiel. Im Residuenkalkiil
(Abschnitt 18) wird die Methode spéter systematisiert.

Satz 16.1. FEs ist

Da lim, o *5* = 1 ist, ist

R sinz
dx
0 X

das iibliche Riemannintegral einer stetigen Funktion iiber einem kompakten Integral. In Satz 17.1
ist das uneigentliche Riemannintegral gemeint; d.h.

R sing ™

dx:2

lim
R—o0 /g xT

/°° sinxdle/oo sinxdx
0 z 2) o =
1 o0 iz
=_-1 —d
- m/m —

1
= —Im lim lim f(z)dz
2 R—00 €N\ Jy, gy

Beweis. (a) Es gilt

mit f(z) = % und den Wegen 1, . ..,74 wie unten aufgezeichnet.
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(b) Der Satz von Cauchy impliziert, dass
/f(Z)dz =07 =878 SN,
~

da C\ i(—0o0, 0] sternformig ist.

Damit ist
/m%f(z)dzz‘/ ferde= [ se)a

(c) BEs ist y4(t) = Re" = Rcost + iRsint, t € [0,7]. Beachte, dass sin auf [0, 5

da sin” = —sin < 0. Daher ist

2t
sint > = fiir t € [0, ~].
T 2
Es folgt

| / fz)de| = | / J(Re™)iRe™ di]
Y4 0
< / RIf(Re')| dt
0
:/W|eiRcost—Rsint|dt
0

a .
_ / e—Rsmt dt
0

—Rsint dt

[N

I
b

€

|
=
3R
[ME]

— 3
ml
oy
o

IA
[N}
NEEIE c\‘ S—

w3

m\

*

o,

~

—1) = 0 fiir R — oc.

(d) v5 (t) = ee’, t € [0, 7). Damit ist

/72 f(z)dz:[YQ(i—keiZZ_l)dz

- /OW ee%ieeit dt + (F(—e€) — F(e))
=im + (F(—e¢) — F(e)),

wobei F' holomorph mit F/(z) = &=
Da lime o F'(—€) — F'(e) = 0, ist also

hm/ f(z)dz =im.
V2

N0

Aus (a), (b), (¢) und (d) folgt

. Rging
lim
R—o0 0 xT

1
dz = ilm(iﬂ') = g
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17 Homotopie und Windungszahl

In diesem Abschnitt beschreiben wir Elementargebiete genauer, zum anderen wollen wir die
Windungszahl einer Kurve definieren.

Wir erinnern daran, dass in dieser Vorlesung ein Weg per definitionem eine stiickweise stetige
Abbildung «: [a,b] — C bedeutet. Er heifit geschlossen, falls y(a) = ~(b) ist.

Definition 17.1. Sei Q C C.

1. Ein geschlossener Weg +: [0,1] — C heifit 0-homotop, wenn es zy € C und eine stetige

Funktion
H:[0,1] x [0,1] = £

gibt derart, dass

H(s,0) = H(s,1) Vs € [0,1],
H(1,t)=~(t) Vte[0,1],
HO,t) =2  Vte[o,1].

2. Q heiit einfach zusammenhdngend, wenn jeder geschlossene Weg in €2 0-homotop ist.

Ein geschlossener Weg in 2 ist also 0-homotop, wenn man ihn stetig zu einem Punkt zusam-
menziehen kann. Anschaulich ist ein Gebiet einfach zusammenhéngend, wenn es keine Locher
hat.

Bemerkung 17.2. Wir haben Wege immer als stiickweise stetig differenzierbar vorausgesetzt. Man
kann zeigen, dass in einem einfach zusammenhéngenden Gebiet sogar jede geschlossene Kurve,
d.h. jede stetig Funktion v: [0,1] — © mit v(0) = v(1) 0-homotop (im Sinne obiger Definition)
ist.

Bemerkung 17.3 (Zusammenhangskomponenten). 1. Sei Q C C offen. Dann gibt es eine end-
lich oder abzéhlbare Familie von offenen, zusammenhéngenden, paarweise disjunkten Teil-
mengen (2, C ) derart, dass

Q:UQV
n

Mann nennt 2, eine Zusammenhangskomponente von 2. Wir lassen den Nachweis als
einfache Ubungsaufgabe.

2. Eine Teilmenge A von 2 heifit relativ abgeschlossen, falls gilt: Sind z, € A, zg € Q mit
lim,, o0 2 = 2g, SO ist zg € A.

Aquivalent dazu ist, dass Q\ A offen ist.

3. Sei 2 C C offen und zusammenhéngend und sei f:  — Z stetig. Dann ist f konstant.
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Beweis. Sei zg € Q, f(z0) = mg. Die Menge A :={z € Q: f(z) =mop} ist offen und relativ
abgeschlossen. Damit ist @ = AU(Q\ A). Da A # 0, folgt Q = A. O

Wenn 2 ein ,Loch® hat, so hat C\  mindestens zwei Zusammenhangskomponenten. Diese
sehr anschauliche Tatsache charakterisiert tatséchlich einfach zusammenhéngende Gebiete. Wir
geben keinen Beweis.

Satz 17.4 (topologischer Satz). Ein beschrinktes Gebiet ist genau dann einfach zusammenhdn-
gend, wenn C\ Q zusammenhdingend ist.

Wir hatten den Cauchyschen Integralsatz fiir sternférmige Gebiete formuliert. Hier ist die
allgemeine Formulierung.

Theorem 17.5 (Cauchyscher Integralsatz — allgemeine Form). Sei Q C C offen und v ein
geschlossener, 0-homotoper Weg in Q. Sei f: Q — C holomorph. Dann ist

/ f(z)dz=0.
~
Wir verweisen auf [3, Thm. I1.2.10] oder [2] S. 236] fiir den Beweis.

Korollar 17.6. Jedes einfach zusammenhdngende Gebiet ist ein Elementargebiet.

Das folgt aus Satz zZusammen mit Satz
Nun wollen wir uns dem Hauptgegenstand dieses Kapitels zuwenden.

Satz 17.7 (Windungszahl). Sei v ein geschlossener Wey, z € C\ sp(y). Dann ist
1 1

211 LWz

dw.

n(y,2) :
eine ganze Zahl. Die Funktion C\sp(y) — Z, z — n(7, z) ist auf jeder Zusammenhangskomponente
von C\ sp(v) konstant. Es heifit n(v, z) die Windungszahl von v bzgl. z.

Beweis. Wir fiithren den Beweis falls v: [a,b] — C stetig differenzierbar ist. Es reicht zu zeigen,
dass exp(2min(vy, z)) = 1. Um das zu zeigen, setzen wir

p(t) = exp/0 7(’1/)(8_)2 ds.

Wir wollen zeigen, dass ¢(b) = 1.

Es ist n
/ o i
O'(t) = Lp(t)y(t) —— Vt€[a,b].
Damit ist
4ol | SO0 = =70 _,
dt y(t) — 2 (v(t) — 2)?

fir alle ¢ € [a,b]. Damit ist
pla) _ v
va)—z () -z
Da y(a) = v(b), folgt v(a) = ¢(b) = 1, was zu beweisen war.
Man sieht leicht, dass n(y, -): C\ sp(y) — Z stetig ist. Damit ist n(y, - ) nach Bemerkung
¢) auf jeder Zusammenhangskomponente von C \ sp(y) konstant. O




Beispiel 17.8 (Einheitskreis). Der Weg (t) = ¢, t € [0, 2n], durchliuft den Einheitskreis n mal,
wobei n € Z. Es ist fiir z =0,

1 [ inemt

Allgemeiner schauen wir uns nun einen Weg an, den wir durch Polarkoordinaten parametrisie-
ren.

Beispiel 17.9. Sei zp € C, y(t) = 2o + r(t)e’®) | wobei r: [a,b] — (0,00), a: [a,b] — R stetig
differenzierbar sind mit r(a) = r(b). Der Weg v lduft anschaulich n mal um z, falls a(b) =
a(a) + n2x. Tatséchlich ist dann auch

1y B
”(%ZO)me./a mdtf
_ b / Y (1 (t) 4 r(t)ia/ (t))e®) e

2mi r(t)eio(®)

1 [Pt 1 f°
= —— dt + — "(t) dt =
= 0
b

!/
2wt J, r(t)
b

— L (logr(t))’ B %/ o (t) dt =

21
1 b
27 Ja

1
ﬂ(a(b) —afa)) =n.

Sei v ein geschlossener Weg. Dann ist sp(y) kompakt. Damit gibt es R > 0, sodass sp(vy) C
Br(0). Da lim|,| o0 n2(7, 2) = 0, folgt, dass n(v,z) = 0 auf der Zusammenhangskomponente, die
C\ Br(0) enthilt.

Man nennt die Menge

Ext(y) = {2 € C\'sp(7) : n(y,2) =0}
das Aupere des Weges v und

Int(vy) = {z € C\'sp(7) : n(y,2) # 0}
das Innere von 7.

Satz 17.10. Sei Q ein Elementargebiet und v ein geschlossener Weg in Q. Dann ist Int(y) C Q.

Beweis. Sei zg ¢ . Dann definiert f(z) = 2_120 eine holomorphe Funktion auf Q. Damit ist nach
Theorem [17.5]

w9 = 5 [ ) dz=0.

Also ist z & Int(7). O
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n(v,z) =

Schliellich beweisen wir die allgemeine Cauchysche Integralformel.

Satz 17.11 (Cauchysche Integralformel — allgemeine Form). Sei Q C C offen und v ein
0-homotoper, geschlossener Weg. Sei f: 0 — C holomorph.

Dann gilt ' p
. 2)) = o [ 2
.

fir alle z € Q\ sp(y).

Beweis. Sei z € . Durch
flw) — f(2)

, Wz
g(w) = w—z
I'(2), w=z
wird eine holomorphe Funktion g: Q@ — C definiert (vgl. Beweis des Lemmas [14.2)).
Damit ist fy g(w) dw = 0, was zu beweisen war. O
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18  Residuenkalkiil

Ziel dieses Kapitels ist es, einen allgemeinen Satz zu formulieren, der es erlaubt Kontourintegrale
durch die Koeffizienten in der Laurentreihe auszudriicken.
Sei f: Q\ {20} — C holomorph, wobei  offen und z; € Q ist. Dann gibt es a,, € C, sodass

o0

f(z) = Z an(z — 20)"

fiir 0 < |z — 20| < R, wobei R := dist(zq, 99Q).

Definition 18.1. Die Zahl
res(f,20) = a_1

heiflt das Residuum von f in zj.
Das Residuum lésst sich oft leicht bestimmen. Hier sind zwei einfache Regeln.

Satz 18.2 (praktische Bestimmung des Residuums). a) Sei g: Q@ — C holomorph, zo € Q, m €
N, f(z) = % fir alle z € Q\ {z0}. Dann ist
(m—1)

_9 (20)

res(f, zo) = 1)

b) Sei f: Q\ {z0} = C holomorph, wobei zy ein einfacher Pol von f ist. Dann ist

res(f,20) = lim (z — 20) f(2).

Z—20

Beweis. a) Es ist g(z) = >~ bn(z — 20)™. Damit ist

e} o
f(z) = Z bn(z — z9)" ™ = Z bptm(z — 20)".
n=0 n=-m
Somit ist res(f, z0) = b1 = % nach Korollar
b)Nach Satz gibt es eine holomorphe Funktion g: Q@ — € mit g(z¢) # 0, sodass f(z) =
Zg_(—z%. Damit ist nach a) res(f, z0) = g(z0) = lim,_,,,(z — 20) f(2). O

Beispiel 18.3. Sei f(z) = %
Die Funktion g(z) = (2 — 1)2f(2) = sin w2 ist holomorph und es ist ¢/(z) = mcos7z. Also ist
T COS T

res(f,1) = T
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Hat f in zy einen Pol und ist

oo

f)= ) anlz—z)"

n=—m
die Laurentreihe von f, so nennt man die Funktion

-1

H(z) = Z an(z — 20)"

n—=—m

den Hauptteil von f in zg. Damit ist also zg eine hebbare Singularitdt von f — H.
Wir kénnen nun den Residuensatz formulieren und beweisen.

Satz 18.4 (Residuensatz). Sei Q) ein Gebiet und 21, ..., 2z, € Q.
Sei f: Q\{z1,...,2m} — C holomorph, sodass jedes zy, ein Pol oder eine hebbare Singularitit
von f ist. Seiy ein geschlossener, 0-homotoper Weg in ). Dann gilt

1Lf(z) dz = Zres(ﬁ zk) - (7, 2k)-

211
k=1

Beweis. Fur k =1,...,m bezeichne Hj, den Hauptteil der Laurententwicklung von f in z;. Damit
gibt es eine holomorphe Funktion g: @ — C derart, dass g(z) = f(z) — >_p—; Hi(2) fiir alle
z € Q\{z1,...,2n}. Nach dem Cauchyschen Integralsatz (Satz[17.5) ist

also
o [ 10023 L [ mge)a
27 ~ #)eE= 211 k2 G2
k=1 v
Nun ist
1/ 1 d n(vy, z) (18.1)
z = z). .
210 ), w — z v
und
1 1

— | ————dw=0 fi > 2.
2mi J, (w—2z)™ v =

Um das Letztere zu sehen differenziere man (|18.1)) nach z und beachte, dass nach Satz m
n(y, -) in einer Umgebung von z konstant ist, wenn z € Q\ {z1,...,m}.
Also ist

1
27m/7Hk(Z) dz = res(f, z). O

Beispiel 18.5.



1. Beweis mit Residuenkalkil: Die Funktion f(z) =
Ordnung +i. Es ist nach Satz b)

hat die zwei Pole erster

1 _ 1
1422 = (244)(z—1)
res(f,4) = lim(z — 1) f(2)

21
1 1

z—i 2 41 21

Fiir R > 1 sei yg(t) = Re®, t € [0,7]. Es ist

> 1 B
/ 2dgc: lim ﬁdx
o l+z R—oo J_pl+z

= lim ( f(z) dzf/ f(z)dz).

Ao JI-R.Rlovr
Nach dem Residuensatz ist das erste Integral unabhingig von R und hat den Wert
2mives(f,i) = .
Fiir z € sp(yg) ist |1 + 22| > [22| — 1 = R? — 1. Also gilt mit der Standardabschétzung

1 _ ™R
R2—1 R2-1

| [ f(z)dz| < L(vr)

Damit ist limp_ oo va f(2) dz = 0 und folglich

1

2. Beweis aus Analysis 1: Wir wissen, dass arctan’(z) =

0o 1 R
/ ——dz = lim arctan’(z) dz
0o 1 +x R—o0 _R

= lim (arctan R — arctan(—R))
R—o0

™ ™

Ganz #hnlich kann man folgenden Satz beweisen (Ubungsaufgabe).

Satz 18.6. Secien P,Q zwei Polynome mit Grad Q > Gradp + 2. Das Polynom Q habe keine

reelle Nullstelle und {z1,...,zm} sei die Menge der Nullstellen von Q, die in der oberen Halbebene
liegen. Sei f = g.
Dann ist

/OO f(x)dz = 2mi Zres(f, 2k )-

> k=1






19  Der Riemannsche Abbildungssatz

Wir stellen den Riemannschen Abbildungssatz ohne Beweis vor. Er ist erstaunlich und in sich
sehr interessant. Uns erlaubt er es nun Elementargebiete vollstdndig zu charakterisieren.

Definition 19.1. Zwei offene Teilmengen €21, Qs von C heiflen konform, wenn es eine bijektive,
holomorphe Abbildung : Q; — Qs gibt, derart dass auch ¢~ holomorph ist.

Man sieht sehr leicht, dass (2, ein Elementargebiet ist, wenn es ein Elementargebiet ) gibt,
das zu Q25 konform ist.

Theorem 19.2 (Riemannscher Abbildungssatz). Sei Q C C ein Elementargebiet, das weder leer
noch ganz C ist. Dann ist Q konform zur Einheitskreisscheibe D = {z € C: |z| < 1}.

Korollar 19.3. Sei ) # Q C C ein Gebiet. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) Q ist ein Elementargebiet,
(ii) Q ist einfach zusammenhdngend.

Beweis. (ii) = (i): Theorem [I7.5]
(i) = (i7): C ist ein Elementargebiet und einfach zusammenhéingend. Ist 2 # C ein Elemen-
targebiet, so ist €2 konform zu D. Da D einfach zusammenhéngend ist, ist es auch Q. O

Das obige Korollar ist erstaunlich, da ,einfach zusammenhidngend® ein rein topologischer
Begriff ist.

Insbesondere ist er invariant unter Homéomorphie: Zwei offene Menge 21,25 C C heiflen
homdomorph, falls es eine bijektive, stetige Abbildung ¢: Q1 — Qs gibt, deren Umkehrabbildung
ebenfalls stetig ist. Man sieht leicht, dass €2 einfach zusammenhingend ist, wenn 2y zu einer
einfach zusammenhéngenden Menge homoémorph ist, beachte Bemerkung [I7.2}

Der Leser wird sich fragen, warum im Riemannschen Abbildungssatz C eine Ausnahmerolle

spielt. Er denke an den Satz von Liouville, der sagt ihm gleich warum C und D nicht konform
sein konnen.
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20  Die Riemannsche Vermutung

Wir werden die Riemannsche Vermutung in dieser Vorlesung nicht beweisen: Es handelt sich um
das grofite offene Problem in der Mathematik. Aber wir denken, dass alle Mathematikstudenten
diese berithmte Vermutung kennen sollten.

Die Reihe

1
((z) = - (20.1)
n=0
konvergiert fiir Rez > 0 und zwar gleichméfig in jeder Halbebene {z € C: Rez > 1+ ¢} mit
0 > 0. Damit ist die Funktion (: C4 — C holomorph; wobei C; := {z € C: Rez > 0}. Natiirlich
ist n* = e*1°8" fiir allen € N, z € C.

Die durch (20.1)) definierte Funktion heifit die Riemannsche Zeta-Funktion.

Theorem 20.1 (B. Riemann 1859). Die Riemannsche (-Funktion hat eine holomorphe Fortset-
zung auf C\ {1}. In 1 hat sie einen Pol erster Ordnung mit Residuum 1.

Die Riemannsche ¢-Funktion (also die holomorphe Fortsetzung auf C \ {1} hat Nullstellen
in z=—2,—4,—6,...; die sogenannten trivialen Nullstellen. Riemann stellte 1859 fest, dass alle
anderen Nullstellen in dem sogenannten kritischen Streifen {z € C: 0 < Rez < 1} liegen. Er
vermutete, dass sie sogar alle auf der geraden Rez = % liegen.

Riemannsche Vermutung.
Sei 0 <Rez<1,Rez# % Dann ist ((z) # 0.

Man weiB, dass es unendlich viele Nullstellen auf der kritischen Geraden {z € C: Rez =1}
gibt.

Die Tatsache, dass ((z) # 0 fiir Rez > 1 gilt (siehe [3, Theorem I1.5.11])spielt beim Beweis
des Primzahlsatzes eine Rolle, der wohl Riemanns Motivation war, die (-Funktion zu untersuchen.
Der Primzahlsatz wurde schliellich unabhéngig von J. Hadamard und C. de la Vallée-Poussin
im Jahr 1896 bewiesen. Methoden der Funktionentheorie gehen in den Beweis z.B. in Form vom
Tauberschen Satzen fiir Laplace-Transformationen ein.

Der Primzahlsatz lautet so.

Primzahlsatz. Fir x > 0 sei w(x) die Anzahl der Primzahlen, die kleiner gleich x sind.
Dann gilt
m(z)

im
z—oo x/logx

Schon Euklid hatte im 3. Jahrhunder vor Chr. bewiesen, dass es unendlich viele Primzahlen
gibt. Der Primzahlsatz sagt uns genauer, wieviele Primzahlen es asymptotisch in einem Intervall
[1,x] gibt. Dieses asymptotische Verhalten war von Gau§ 1793 vermutet worden. Es dauerte mehr
als 100 Jahre bis ein Beweis gefunden wurde.
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20. DiIE RIEMANNSCHE VERMUTUNG

Die Riemannsche Vermutung wiirde weitere Aussagen iiber Primzahlen liefern. Wir warten
noch auf einen Beweis.
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