26. Essei M C R und f, : M — R eine Folge von Funktionen, die punktweise gegen die

Grenzfunktion f: M — R konvergiere.
(a) Zeige, dass die Folge (f,) genau dann gleichméBig gegen f konvergiert, wenn fiir
jede Folge (x,) C M gilt: lim f,,(zy,) — f(z,) = 0.
Nun sei M = [a, b] ein kompaktes Intervall und die Funktionen f,, stetig.
(b) Zeige, dass die Folge (f,) genau dann gleichméBig gegen f konvergiert, wenn fiir
jede konvergente Folge (z,,) aus M gilt

lim fp(x,) = f(lim z,).

n—0o0 n—oo

Losung:

(a)

Es sei (fy,) gleichméBig konvergent gegen f und (x,,) C M eine Folge. Dann gibt es fiir jedes
e > 0 ein ng € IN sodass | fp(x,) — f(zy)| < € fiir alle n > ng, was zu zeigen war.

Nun sei (fy,) nicht gleichméfig konvergent gegen f. Dann existiert ein € > 0 so, dass es fiir
alle n. € IN ein m(n) > n und ein x,,(,) gibt mit | £, ) (Tpen)) = f(Tmn))| = €. Ergénzt man
die auf diese Weise definiere Folge (2,(n))nen auf beliebige Weise zu einer Folge (z.m)men,
so konvergiert die Folge f,,(xm) — f(zm) also nicht gegen 0.

Es sei (fy) gleichméfig konvergent gegen f und (x,) C M eine konvergente Folge mit
x := limx,. Dann gibt es fiir jedes € > 0 ein ng € IN sodass |fn(x,) — f(zy)| < € fiir alle
n > ng. Da die Grenzfunktion f nach Vorlesung stetig ist, existiert ein n; € IN so, dass
|f(xn) — f(x)| < e fiir alle n > ny. Insgesamt gilt fiir alle n > max{ng,n1} dass

[fr(an) = f(@)] < [ fa(@n) = flan)| + | f(an) — f(2)] <€
was zu zeigen war.
Um die Umkehrung zu zeigen gelte also lim f,(x,) = f(limx,,) fiir jede konvergente Folge
(xn) C M. Wir zeigen zunéchst, dass f stetig ist. Wire dies nicht der Fall, dann gébe es ein
€ >0, ein z € M und eine Folge (z,,) C M mit limx,, = x und |f(z,) — f(z)| > ¢ fiir alle
n € IN. Fiir n = 1 wihle nun my € IN mit |f,, (x1) — f(21)| < €/2 und definiere yj, := x; fiir
alle 1 < k < mj. Nun wéhle fiir n = 2 ein mg > my derart, dass |fm,(z2) — f(z2)| < /2
und definiere y; := xo fiir alle m; < k < mo. Féhrt man so induktiv fort, erhélt man eine
monoton wachsende Folge (my) C IN und eine Folge (y;) C R mit limy, = x und
€

| Fonse i) = F Yi )| = [ fons () = f )| < 5

fiir alle £ € IN. Dann ist also

o) = F@ 2 1 ) = F@) = o (i) = Fm)| = 5,

Insbesondere konvergiert f,(y,) nicht gegen f(z) im Widerspruch zur Voraussetzung.

Wir nehmen nun, dass (f,) nicht gleichmifig gegen f konvergiert. Dann existiert ein € > 0
derart, dass es fiir alle m € IN ein n > m sowie ein x,, € M gibt mit |f(x,) — fu(zn)] > €.
Wegen der Kompaktheit von M existiert eine konvergente Teilfolge (xy,,) von (z,) mit
Grenzwert x := lim z,, . Wir setzen nun y; = x1 und

T n=mn
yp =<3k M fiirn > 2.
Yn—1 sonst

Dann ist limy, = z und wegen der Stetigkeit von f existiert ein ky € IN derart, dass
|f(zn,) — f(x)] <e/2 fur alle k > ko. Insgesamt erhalten wir wegen

| (@nie) = F@) 2 [ fog (@) = F @) = [ (@) = F(@)] 2 [ foy (ny) = F(@n,)| —2/2 2 €/2

fiir alle k > ko, dass fn(yn) — f(z) # 0 fiir n — oo im Widerspruch zur Voraussetzung.
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