BANACHVERBANDE UND POSITIVE OPERATOREN

1. BANACHVERBANDE

Definition 1.1. Es sei M eine Menge. Eine Relation < auf M heifit partielle Ord-
nung, falls

o z <z (Reflexivitét)

e z <y und y < z impliziert, dass = y (Antisymmetrie)

e z <yund y < z impliziert, dass < z (Transitivitét)
fir alle z,y,z € M.

Es sei nun M partiell geordnet und A C M. Ein Element y € M heifit obere
(untere) Schranke von M, falls y < z (y > ) fir alle z € A. Besitzt A eine
obere (untere) Schranke besitzt, so heiit A nach oben (unten) beschrinkt. Eine
untere (obere) Schranke von A, die grofier (kleiner) als jede andere untere (obere)
Schranke von A ist, heiit Supremum (Infimum) von A; Bezeichnung: sup A bzw.
inf A. Wir schreiben = Ay := inf{z,y} und z V y := sup{z, y}.

Eine partiell geordnete Menge M heifit Verband, falls x A y und x V y fiir alle
xz,y € M existieren.

Ein reeller Vektorraum FE versehen mit einer partiellen Ordnung < heifit Vektor-
verband (oder Rieszraum), falls E ein Verband ist und folgendes gilt:

erx<y=zxr+z<y+tz
e r<y=ar<ay
fir alle z,y,z € E, und alle a > 0. In einem Vektorverband definieren wir
ri=2Vv0, z7:=—(zA0) und |z|=2V(-2).
Die Menge
E,={ze€eF:x>0}

heifit positiver Kegel von E und ihre Elemente positive Vektoren.
Ein Banachraum FE heifit Banachverband, falls E¥ ein Vektorverband ist mit

|z <yl = ll=ll < llyll
fiir alle z,y € E.
Beispiel 1.2. (a) Es sei K ein kompakter topologischer Raum, dann ist C(K) ein
Banachverband bzgl. der partiellen Ordnung
f<g:e f(x) <g(x) fir alle x € K.
Es ist (f A g)() = min{f(z), g(x)} und (f V g)(x) = max{/(x), g(x)} fiir alle
f,9 € C(K).
(b) Fiir jeden Mafiraum (Q,%, 1) und alle 1 < p < oo ist LP(£2,3, i) ein Banach-
verband bzgl. der Ordnung

f<g:e f(x) <g(x) fir fast alle x € Q.
Fiir f,g9 € LP ist (fAg)(z) = min{f(z), g(z)} und (fVg)(z) = max{f(x), g(x)}.
(c) Es sei (©,%) ein messbarer Raum. Dann ist . (2, X), die signierten Mafle auf
(Q,3), ein Banachverband bzgl. der mengenweisen Ordnung

u<v:s u(B)<v(B) fir alle B € ¥.
und der Variationsnorm. Es ist

(uAv)(B) =inf{u(ANB)+v(B\A): AcX},
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(uVv)(B)=sup{u(ANB)+v(B\A): Ae X}

und ||p|| = |p|(R2). Die Zerlegung p = u™ — p~ ist gerade die Hahn-Jordan-
Zerlegung.

(d) Es seien E und F Vektorverbinde, dann ist die Menge der linearen Operatoren
von F nach F' auf folgende Weise partiell geordnet:

T<S:=Tx< Sz firallex e F,.

Ein linearer Operator heifit positiv, falls T > 0. Wir werden spiter sehen, wel-
cher Unterraum der linearen Operatoren bzgl. dieser Ordnung sogar ein Verband
ist. Beachte, dass « — Tz V Sz keine lineare Abbildung definiert!

Bemerkung 1.3. Es sei E ein Vektorverband E. Dann gilt:
(a) Firallez € Fist z =2t —2~ und 2t Az~ = 0.
(b) Fallsz =y —zmit y,z € EL und y Az=0,s0ist y=2 und z = z~.
(c) Fir alle z,y € E ist
2] =l < [z =yl < |z| + |2|.

(d) Fiir alle z,y € E ist
T+y+|z—yl T+y—|z—y|

2 2 '

(e) Wir bezeichnen mit [z,y] := {z € E : © < z < y} das Ordnungsintervall von x
bis y. Fiir z,y € E ist

zVy= und Ay =

[0,z +y] = [0,z] + [0, 3]

Lemma 1.4. Fs sei E ein Banachverband.

(a) Die Verbandsoperationen A, V und | - | sind stetig. Insbesondere ist der positive
Kegel E abgeschlossen.

(b) Es sei x € E eine untere Schranke von A C E. Wenn es eine Folge (x,,) € A
gibt, die gegen x konvergiert, dann ist x = inf A.

Beweis. Zu (a): Es sei (z,,) C E eine konvergente Folge mit Grenzwert « = lim z,,.
Wegen
llzn| =[]l < f[|lzn = 2|l = lzn — 2] =0 (n = o0)

ist lim|z,| = |z|. Die Stetigkeit von A und V folgt nun aus Bemerkung
Zu (b): Es sei s eine untere Schranke von A. Dann ist auch y := z V s > x eine
untere Schranke von A mit

|zn —yll < llzn — 2| >0 (n — oc0).
Also ist x = y und somit s < z. O

Satz 1.5. Es seien E und F Banachverbinde (Vollstindigkeit von F nicht benétigt)
und T : E — F linear und positiv. Dann ist T € L (E,F).

Beweis. Angenommen T ist nicht beschrinkt. Dann existiert fiir alle n € IN ein
Tp € E mit ||z,| <1 und ||Tx,| > n2". Wegen ||[Tz| < ||T|z||| und ||z|| = |||=]]|
konnen wir annehmen, dass x, > 0 fiir alle n € IN. Weil E vollstéindig ist, existiert

oo
T = Z 27 "r, € FE
n=1

und es gilt
[Tz > [|[T2 "2,|| =27"2"n="n

fiir alle n € IN, was nicht sein kann. O
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2. ORDNUNGSVOLLSTANDIGKEIT UND ORDNUNGSSTETIGE NORM

Definition 2.1. Eine partiell geordnete Menge A heifit nach unten gerichtet, falls
es fiir alle x,y € A eine z € A gibt mit z < x,y und nach oben gerichet, falls —A
nach unten gerichtet ist.

Die Norm eines Banachverbands heiit ordnungsstetig, falls inf{||z| : z € A} =0
fiir jede nach unten gerichtete Menge A € E mit inf A = 0.

Bemerkung 2.2. Es sei E eine Vektorverband und A C E. Dann haben A und die
nach unten gerichtete Menge

A={x A ANap:21,...,2, € A, n € N}

die gleichen unteren Schranken. Insbesondere existiert inf A genau dann, wenn inf A
existiert und dann ist inf A = inf A.

Der folgende Satz zeigt insbesondere, dass fiir 1 < p < oo alle LP-Rdume ord-
nungsstetige Norm haben.

Satz 2.3. Es sei 1 < p < oo und (,%, ) ein belicbiger Mafraum. Wir schreiben
kurz LP := LP(Q, %, u). Dann existiert g := inf A fir jede Menge A C L% und es
gilt ||gll = mf{|[f]| : f € A}.

Beweis. Nach Bemerkung konnen wir annehmen, dass A C Lﬁ_ nach unten
gerichtet ist. Wir setzen « := infycal/f||. Dann gibt es eine Folge (f,) C A mit
lim|| f,|| = «. Weil A gerichtet ist, konnen wir (f,,) monoton fallend wéhlen. Nach
dem Satz von Lebesgue definiert g(z) := inf f,,(x) ein Element aus L? mit ||g| =
lim| f,|| = .

Wir zeigen, dass g < f fiir alle f € A. Angenommen, g £ f fiir ein f € A. Weil
A gerichtet ist, gibt es dann ein h,, € A mit h,, < f,, f fiir alle n € IN. Wir kénnen
wieder annehmen, dass die Folge (h,) monoton fillt und definieren h € LP durch
h(z) := inf h,(x). Dannist 0 < h < f,,, f fiir jedes n € IN und deshalb h < gA f < g.
Nun erhalten wir, dass

o < inf/|hn|pdu:/|h|pdu §/|f/\g\1’du < /|g|pdu:ap,
Q Q Q Q

was nicht sein kann. Also ist g eine untere Schranke von A und aus Lemma [T.4] folgt
g = inf A. Dies zeigt ||inf A|| = inf{||f|| : f € A} wie behauptet. O

Definition 2.4. Ein Vektorverband heif3t ordnungsvollstindig, falls jede ordnungs-
beschrankte Menge ein Infimum und ein Supremum besitzt.

Beispiel 2.5. Es sei (Q, %, 1) ein o-endlicher Mafiraum. Dann ist L™ := L>(Q, 3, i)
ordnungsvollstindig.

Beweis. Es sei A C L eine ordnungsbeschrinkte Menge, etwas f > ¢ fiir ein
g € L*° und alle f € A. Wir zeigen, dass inf A existiert.
Zunichst sei () < co. Dann ist L> C L. Indem wir A durch

A-—g={f-9g:feA}
ersetzen, konnen wir annehmen, dass A C LY. Nun folgt aus Satz [2.3] dass die
Menge A in L' ein Infimum besitzt, also h := inf A existiert in L'. Weil A durch
L*>-Funktionen dominiert ist, ist h € L. Umgekehrt ist jede untere Schranke von
A in L™ insbesondere eine untere Schranke in L! ist, ist h = inf A in L*°.

Sei nun (,%, ) o-endlich und (Q,) C X eine Folge disjunkter Mengen mit
1(2y) < oo und Q = UQ,,. Wie gesehen existiert h, := inf{f1lq, : f € A}. Wir

setzen nun
h = E hp,.
nelN
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Wegen f > h > g fiir alle f € A ist h € L>®(2, X, ) und man sieht leicht ein, dass
h = inf A. |

Bemerkung 2.6. Im Allgemeinen ist L (€2, ¥, u) nicht ordnungsvollstindig.
(Ubungsaufgabe)

Bemerkung 2.7. Der Raum C(K) ist genau dann ordnungsvollstindig, wenn der
Abschluss jeder offenen Teilmenge von K offen ist.

Satz 2.8. Jeder Banachverband mit ordnungsstetiger Norm ist ordnunungsvollstin-
dig.

Beweis. Sel E ein Banachverband mit ordnungsstetiger Norm und A C FE eine
ordnungsbeschriinkte Menge. Wir zeigen, dass inf A existiert. Nach Bemerkung
koénnen wir annehmen, dass A nach unten gerichtet ist. Es sei B:={y € E:y <
x fir alle x € A} die Menge der unteren Schranken von A. Wir betrachten nun die
Menge

A-B:={zx—-y:xz€ A, ye B}

und zeigen, dass inf(A — B) = 0. Offenbar ist 0 eine untere Schranke von A — B.
Sei s eine beliebige untere Schranke von A — B, d.h. s < z — y fiir alle x € A und
y € B. Dann ist s + y fiir jedes y € B eine untere Schranke von A und somit in B.
Also ist s <z — (s+y) fiir jedes © € A und y € B, weshalb 2s eine untere Schranke
von A — B ist. Induktiv sieht man, dass fiir alle n € IN ns eine untere Schranke von
A — B ist. Insbesondere ist

1
+t < = _
<ty

fiir allen € IN, x € A und y € B, weshalb s < 0. Also ist 0 das Infimum von A — B.

Fiir 21,20 € Aund y1,y2 € Bist x ;=21 Aao € Aund y := y; Vys € B. Also
ist z —y € A— B kleiner als 1 — y1 und x5 — yo. Dies zeigt, dass A — B nach unten
gerichtet ist. Nach Voraussetzung ist inf{|lz —y||:  —y € A— B} = 0. Es gibt also
eine Folge x,, — y, € A — B mit lim||x,, — y,|| = 0. Indem wir x,, 1 durch z, Az, 41
und y,+1 durch y, V y,11 ersetzen, konnen wir annehmen, dass (x,,) monoton fillt
und (y,) monoton wiichst. Wegen

ngn_-rn-l-mgxn_yn-‘rmgxn_yn

ist (x,,) eine Cauchyfolge. Es sei z := lim x,,. Dann konvergiert auch (y,) gegen .
Weil
B=({yck: y<a)

zEA
abgeschlossen ist, ist « € B und somit eine untere Schranke von A. Aus Lemma (1.4
erhalten wir nun, dass x = inf A. Schliefllich existiert auch sup A = —inf —A. O

3. ORDNUNGSBESCHRANKTE UND REGULARE OPERATOREN

Definition 3.1. Es seien E, F' Banachverbéinde und T : E — F ein linearer Ope-
rator. Dann heifit T ordnungsbeschrinkt, falls er ordnungsbeschrinkte Menge auf
ordnungsbeschrankte Mengen abbildet. Ferner heifit T' reguldr, falls T = .S — R fir
positive Operatoren S, R € Z(E, F). Wir bezeichnen mit .Z"(E, F') den Vektor-
raum der reguldren Operatoren von E nach F'.

Offenbar ist jeder regulidre Operator ordnungsbeschrinkt. Wir werden zeigen,
dass die Umkehrung richtig ist, wenn der Bildraum ordnungsvollsténdig ist.

Lemma 3.2. Es seien E und F Vektorverbinde und T : Ey — F, additiv mit
T(A\x) = ATz fir alle A\ > 0 und © € E;. Dann gibt es genau eine lineare Fortset-
zung S: E — F von T.
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Beweis. Es seien y1,ys2, 21,22 € E derart, dass y; — 21 = y2 — 22. Dann ist
Tyi+ Tz =T +2) =T+ 21) =Ty + T2

und deshalb Ty; — Tz = Tys — Tz. Firz € F und y,z € Ef mit x =y — 2
definieren wir nun Sz := Ty — T'z. Nach der Vorbemerkung ist S wohldefiniert und
erfiillt

S(+y)=8S@at+y" -2 —y ) =T " +y") -T(= +y ) =Sz + Sy.
AuBlerdem sieht man leicht, dass S(Ax) = ASz fiir alle A € R und = € E. O

Satz 3.3. Es seien E und F Banachverbinde und F sei ordnungsvollstindig.
Dann ist £"(E, F) ein ordnungsvollstindiger Vektorverband, der alle ordnungs-
beschrdinkten Operatoren enthdlt.

Beweis. Es sei T : E — F ordnungsbeschriankt. Wir zeigen, dass T € " (E, F).
Fiir x € E; definiere

S(z) :=sup{Tz:0<z <z}
Nach Bemerkung ist [0,z + y] = [0, 2] + [0, y] und somit
S(x+y) =sup{Tz + T2 : 21 € [0,2], 22 € [0, 9]} = S(x) + S(y)

fiir alle z,y € E4. Auflerdem ist S(Az) = AS(z) fiir alle A > 0 und alle z € E..
Nach Lemma konnen wir S eindeutig zu einem linearen Operator von E nach
F fortsetzen.

Wir zeigen nun, dass S = T = TV 0. Offenbar ist S > T ein positiver Operator.
Sei nun R > T ein beliebiger positiver Operator. Dann ist wegen

St =sup{Tz:z€[0,z]} <sup{Rz:z € [0,z]} = Rz

auch S < R. Das zeigt, dass S = TV 0 = TT. Man rechnet leicht nach, dass
T~ :=T—T% tatsiichlich T~ = (=T) V0 erfiillt und |T| =T+ + T~ =TV (-T).
Wegen
T+S+|T-S T+S—-|T-S
ras TESET=S Ly gy TS T-8]
ist Z7(E, F) ein Verband.
Wir zeigen nun, dass £"(E, F') ordnungsvollstindig ist. Sei dazu o« C £"(E, F)
nach unten beschrinkt. Wie in Bemerkung beschrieben kénnen wir annehmen,
dass o/ nach unten gerichtet ist. Fiir € F; definieren wir

Sz :=inf{Tz:T € o}
Dann ist S(Ax) = ASz und S(z + y) = S(x) + S(y) fiir alle z,y € E4 und A > 0.
In der Tat ist wegen
Te+y) =Te+Ty > S(z) + S(y)
S(x +y) > S(x) + S(y). Andererseits gibt es fir alle 71,7 € & ein T3 € &7 mit
Tl,TQ 2 Tg. Dann gllt

und deshalb S(z) + S(y) > S(x + y). Die eindeutige Fortsetzung von S zu einem
linearen Operator auf F nach Lemma/|3.2]ist wegen der Beschriinktheit von &7 wieder

ein ordnungsbeschriankter Operator und offenbar die kleinste untere Schranke von
of in L7 (E,F). |

Bemerkung 3.4. Beachte, dass die Operatornorm .7 (FE, F') im Allgemeinen nicht
zu einem Banachverband macht.
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4. AUSBLICK

Satz 4.1. Es sei E ein Banachverband derart, dass ||z V y| = max{||z|, |||} fir
alle x,y € E,. Es gebe ferner einen Vektor z € E mit der Eigenschaft, dass es fir
jedes © € E ein ¢ > 0 gibt, sodass |z| < cz (z heifst Ordnungseinheit ).

Dann gibt es einen kompakten Raum K, sodass E isometrisch (verbands-)isomorph

zu C(K) ist.
Die Norm eines Banachverbands heifit p-additiv, falls
lz+yll” = [zl + llyl|”
fur alle z,y € E mit x Ay = 0.

Satz 4.2. Fiir jeden E Banachverband mit p-additiver Norm gibt es einen Mafraum
(Q, %, 1) derart, dass E isometrisch (verbands-)isomorph zu LP(, 3, u) ist.

Beispiel 4.3. Es sei (2,%) ein messbarer Raum. Dann gibt es einen Mafiraum
(0,3, i) derart, dass .Z(Q,%) =2 LY(Q, %, i).
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