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14.

15.

Sei ) # Q C R offen, f € CL_(Q,R") und V € C(Q,R) eine strikte Ljapunov-Funktion fiir die
Differentialgleichung

() &= f(x).

Es sei zg € Q ein isoliertes Equilibrium von (%) und in jeder Umgebung O C Q von xg gebe es einen
Punkt = mit V(z) < V(x). Zeigen Sie, dass das Equilibrium (x) instabil ist.

Ein punktférmiges Teilchen bewege sich in einer offenen, nicht-leeren Menge Q C R? in einem
Lipschitz-stetigen Kraftfeld F : Q — R? und sei zudem einer Reibung ausgesetzt, die ein konstantes
negatives Vielfaches seiner Geschwindigkeit ist. Wir nehmen zudem an, dass das Kraftfeld F
konservativ ist, d.h. dass es eine C'-Funktion U : Q — R mit der Eigenschaft F(z) = —VU (x) fiir
alle x € Q gibt [Anmerkung: Aus physikalischer Sicht ist U(x) die potentielle Energie des Teilchens,
wenn es sich am Ort x befindet]. Wenn v die Geschwindigkeit des Teilches bezeichnet, dann erhalten
wir aus den Axiomen der klassischen Mechanik die folgende Bewegungsgleichung;:

*) {1'1 = LF(z) — Lo,

wobei m > 0 die Masse die Teilchens bezeichnet und ¢ > 0 den Reibungskoeflizienten.

Fiir den Rest der Aufgabe nehmen wir an, dass das Potential U nach unten beschrénkt ist (d.h. es
gibt es ¢ € R mit U(x) > ¢ fiir alle z € Q) und dass Q von einem unendlichen hohen Potentialwall
umgeben ist, d.h. es gelte U(x) — oo fiir © — 9.

(a) Zeigen Sie: Jede Losung von () mit Startzeitpunkt 0 existert fiir alle t > 0. Zeigen Sie zudem:
Ist Q in R3 beschriinkt oder gilt U(x) — oo fiir ||z|| — oo, so ist jede Losung von (*) mit
Startzeitpunkt 0 auf dem Zeitintervall [0, 00) beschrankt.

Tipp: Betrachten Sie die Funktion E(z,v) = imlv||> + U(z), wobei || - || die euklidische Norm
bezeichnet.

(b) Seixg € Q ein striktes lokales Minimum von U. Zeigen Sie, dass (xg, 0) ein stabiles Equilibrium
von (%) ist. Zeigen Sie zudem, dass dieses Equilibrium genau dann asymptotisch stabil ist,
wenn p > 0 gilt und x ein isolierter kritischer Punkt von U ist.

(¢) Benutzen Sie die Aussage von Aufgabe 14, um zu zeigen: Ist u > 0 und ist ¢y € Q ein
isolierter kritischer Punkt von U, aber kein lokales Minimum von U, so ist (zo,0) ein
instabiles Equilibrium von (x).

(d) Sei g > 0 und sei (x,v) eine Losung von (*) mit Startzeitpunkt 0. Zeigen Sie:
© fo lo@)II? dt < oo.

(ii) Falls fooo lo(t)]] dt < oo gilt, dann folgt: x(t) ist fiir t — oo konvergent und v(t) konvergiert
fiir ¢ — oo gegen 0.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws15/dynsys.html




