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Losungen Einfiihrung in die Variationsrechnung II: Blatt 3

6. Seip>0und g € R\ {0}. Wir betrachten das Quadratische Funktional

b
I(z) = /0 pi(t)? + qu(t)* dt (z € C{[0,0] ),

wobei b > 0 eine nicht ndher spezifizierte rechte Intervallgrenze ist.

(a) Berechnen Sie die Hauptlosung des zugehorigen Hamilton-Systems @ = %v, v = qu.
Bemerkung: Sie kénnen die Hauptldsung entweder direkt berechnen, indem Sie das Hamilton-
System als lineare Differentialgleichung in zwei Dimensionen auffassen, oder Sie berechnen
die Hauptlisung, indem Sie die Eulersche Differentialgleichung %(pﬁc) = gx mit passenden
Startwerten losen (vgl. Lemma 2 in Kapitel 15).

Loésung: Wir fiihren beide Losungsméglichkeiten vor:

Die erste Losungsmoglichkeit besteht nach Lemma 2 in Abschnitt 15 darin, die Eulersche
Differentialgleichung %(pa'c) = gx zu l6sen, wobei zwischen u,v und x der Zusammenhang
u =z und v = pi besteht. Um eine Hauptlosung zu erhalten, muss «(0) = 0 und v(0) =1
gelten, also miissen wir die Anfangwerte 2(0) = 0 und 4(0) = % wéhlen.

Man sieht sofort, dass die Losung der Differentialgleichung %(pgb) = gz im Fall ¢ > 0 durch
eine Linearkombination z(t) = ¢; exp(t\/g) + czexp(—t, /1) gegeben ist und bestimmt die

Koeffizienten mit Hilfe der Anfangsbedinungen zu ¢; = —cy = 2—\}@.

Im Falle ¢ < 0 gilt z(t) = ¢1sin(ty/ 1) + c2 cos(ty /) und aus den Anfangsbedingungen

erhalten wir ¢co =0 und ¢; = \/Eiqp.

Insgesamt haben wir als Hauptlosung:
e Tm Falle g > 0 ist (u(t), v(t)) = (x(t), pi(t) = (= sinh(t\/g), cosh(t\/g) ).
o Im Fall ¢ < 0 ist (u(t), v(t)) = (2(t), pir(t)) = (A= sm(t\/%), cos(t\/% ).

Die zweite (in diesem Beispiel aufwendigere) Losungsmoglichkeit besteht darin, das Hamil-
tonsche System @ = Lv, ¥ = qu mit den Anfangwerten u(0) = 0 und v(0) = 1 direkt zu l&sen.

Dazu definieren wir ?
u 0 0o L
= = = p
y: <’U) ’ Yo - <1> B A < 0) .

Das Hamiltonsche System zusammen mit den Anfangswertbedingungen «(0) = 0 und v(0) =1
ist somit durch das Anfangswertproblem y = Ay, y(0) = yo gegeben, und die Lisung dieses
Anfangwertproblems lautet y(t) = exp(tA)yo. Wir miissen also noch die Matrixexponential-

funktion zur Matrix A berechnen.

Die Eigenwerte A1, A2 von A sind die Nullstellen des charakterisitischen Polynoms A? — %

und die zugehorigen Eigenvektoren z1, zo sind offenbar durch

1 1
— p — p
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gegeben. Wegen \? — § = (A= A1)\ — A2) muss A\; = —)g gelten. Ist T = (21, 29) € C2*2
und D die Diagonalmatrix mit den beiden Eintragen A; und Mg, so gilt A = TDT~'. Damit
berechnet man leicht, dass

- L_(gth _ g=th)
y(t) = exp(tA)yo = T exp(tD)T Lo = (22)\(1@“1 N 6*1»\1) ) .



Um )\ exphzlt anzugeben, unterscheiden wir zwei Falle: Im ersten Fall ist ¢ > 0. Damit ist
A1 = (%)2. Im zweiten Fall ist ¢ < 0. Damit ist A\, = i(=2 ; )3, Damit haben wir insgesamt die
Hauptlosung
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, falls g < 0 ist.

)

Also haben wir sowohl fiir ¢ > 0 als auch fiir ¢ < 0 die Hauptlosung gefunden.

(b) Entscheiden Sie in Abhéngigkeit von p, ¢ und b, wann das quadratische Funktional I positiv
semidefinit (bzw. positiv definit) ist.

Loésung: Wir kénnen Satz 21’ anwenden:

e Im Falle ¢ > 0 hat das zur Hauptlosung (u(t),v(t)) gehorende u(t) bis auf 0 offenbar keine
weiteren Nullstellen im Intervall [0, 5] (unabhéingig davon, wie b gewéhlt wurde). Also ist
das Funktional I stets positiv definit (und somit insbesondere positiv semidefinit).

e Im Falle ¢ < 0 hat das zur Hauptlosung (u(t), v(t)) gehorende u(t) seine néchste Nullstelle
rechts der 0 bei der Stelle 7, / 2 AlbO ist das Funktional I genau dann positiv semidefinit,

wenn b > m, /%q gilt und genau dann positiv definit, wenn b > m, /jq gilt.



