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Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 3

6. Sei E ein normierter Vektorraum iiber K € {R, C}. Wir setzen L(FE) := L(E; E). Fiir jeden Operator
T € L(E) und jedes n € N definieren wir 7" := T --- T (wobei die Hintereinanderausfithrung aus n
Faktoren besteht); zudem setzen wir T° := idg, wobei idg € L(E) die Identitit auf E bezeichnet,

d.h.

es gilt idg f = f fir alle f € E.

Ein Operator T' € L(E) heiRt invertierbar, wenn T bijektiv ist und wenn die Umkehrabbildung 7!
ebenfalls stetig ist.

(a)
(b)
(¢)

Sei T € L(E). Zeigen Sie: T ist genau dann invertierbar, wenn es einen Operator S € L(E)
mit ST = TS = idg gibt; in diesem Fall ist S = T~

Es erfiille T' € L(E) die Bedingung |77 || — 0 fiir n — co. Zeigen Sie, dass es dann Konstanten
C >0 und p € [0,1) derart gibt, dass [|T™] < Cp™ fiir alle n € Ny gilt.

Sei E vollstéandig und es erfiille T' € L(E) die Eigenschaft || 77| — 0 fiir n — co. Zeigen Sie:
Dann ist der Operator idg —T € L(F) invertierbar.

Tipp: Zeigen Sie zundchst, dass die Reihe Z;’LC:O T" im Banachraum L(E) konvergiert.

7. Sei K € {R,C} und sei E = C([0,1];K) mit der Supremumsnorm ausgestattet Seien a, § € E fest
vorgegebene Funktionen. Zudem sei T : E — FE durch (Tf)(¢ fo s)ds fir alle f € E

und

(a)

(b)

alle t € [0, 1] gegeben.
Zeigen Sie: Fiir alle f € E, alle n € Ny und alle ¢ € [0, 1] gilt [(T™f)(¢)| < t"”o‘H" ElolsliBlle 1 £ 1loo

Folgern Sie sodann: Fiir alle n € Ny gilt |77 < %

Sei A € K\ {0}. Zeigen Sie — zum Beispiel mit Hilfe von Aufgabe 6(c) — dass der Operator
Aidg —T € L(FE) invertierbar ist. Folgern Sie anschliefend: Fiir jedes g € F besitzt die
Integralgleichung

/ B(s)f(s)ds+ g(t) fiir alle t € [0,1] (%)

genau eine Losung f € F; zudem héangt die Losung f beziiglich der Supremumsnorm stetig
von g ab.

8. Sei £ := (1(Ny;C) und sei T : £} — ¢ durch (Tf)n = fni2 — foi1 — fn fiir alle n € Ny und alle

f

= (fn) € ¢! gegeben.

Zeigen Sie, dass T € L(¢!) gilt und berechnen Sie die Operatornorm von 7.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sosel16/funkana.html




