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Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 8

18. Sei H = L?([-m,n];C) mit dem Standardskalarprodukt versehen und fiir jedes k € Z sei ey, :

[—7, 7] = C durch ey (z) = —2=e'** gegeben. Wir setzen Cpe, = {f € C([—m,7]; C)| f(—7) = f(m)}.

Var
Zusammen mit der Supremumsnorm || - || it Cper €in Banachraum. In dieser Aufgabe diirfen Sie

ohne Beweis die folgenden beiden Aussagen verwenden:

o Die lineare Hiille der Menge {ey| k € Z} liegt dicht im Banachraum (Cper, || - ||oo) (dies folgt
beispielsweise aus dem Approximationssatz von Stone—Weierstraft oder aus dem Satz von
Fejér).

o Die Menge {[f]| f € Cper} liegt dicht in H (dies kann man mit &hnlichen Argumenten wie in
Aufgabe 12 auf Blatt 5 zeigen).

(a) Zeigen Sie: Die Menge {[ex]| k € Z} ist eine Orthonormalbasis von H.

(b) Sei [f] € H. In der sogenannten Harmonischen Analyse verwendet man den folgenden
Begriff: Fiir jedes k € Z nennt man die Zahl f; := \/%f[_ﬂ ] f(x)e~** dx den k-ten
Fourier-Koeffizienten von [f].

Zeigen Sie, dass die sogenannte Fourier-Reihe ), ., frlex] in H gegen [f] konvergiert.

(¢) Sei f:[—m 7] = C durch f(x) = z gegeben. Wenden Sie die Parsevalsche Gleichung auf
die Orthonormalbasis {[ex]| k¥ € Z} von H und den Vektor [f] € H an um die Formel
S = %2 zu beweisen.

19. Sei K € {R;C}, seien (21,%1, 1) und (Qa, Yo, p2) zwei o-endliche Mafirdume und sei (2, %, u) ==
(21 X Qa, 51 @B, p1 @ o) der zugehorige Produkt-Mafraum. Die K-wertigen L2-Riume auf diesen
Mafrdumen seien jeweils mit dem Standardskalarprodukt ausgestattet.

(a) Sei [f] € L2(21, %1, u1; K) und [g] € L?(Qg, Xa, u2; K). Zeigen Sie: Die Funktion
fog: Q=K  (f®g)(w,w) = f(wi)g(ws)
ist messbar, ihre Aquivalenzklasse [f ® g] hingt nicht von der Wahl der Reprisentanten f

und g ab und es gilt [f ® g] € L?(Q, %, u; K). Zudem gilt ||[f @ g]ll2 = |[£]ll2 |[g]]l2-

(b) Sei ([ej])jes eine Orthonormalbasis von L2(£21, 31, u1;K) und ([f])kex eine Orthonor-
malbasis von L2(Qg, Y, t2; K), wobei K hochstens abzihlbar sei. Zeigen Sie, dass dann
([e; @ fr])(j,kyesx i eine Orthonormalbasis von L*(€2, X, 11; K) ist.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sosel16/funkana.html




