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Ubungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 10

Sei E ein Banachraum und sei f : R — E. Die Funktion f heiltt differenzierbar im Punkt t € R, wenn
der Grenzwert limy,_,q w existiert. In diesem Fall bezeichnet man den Grenzwert mit % (t) und
nennt ihn die Ableitung von f in t.

Die Funktion f heifst differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt ¢ € R differenzierbar ist.

22. Sei F ein reeller oder komplexer Banachraum und sei A € L(E). Fiir jedes B € L(FE) definieren wir

oo

B’I’L
(%) el = Z o

k=0

(a) Zeigen Sie, dass die Reihe in (*) im Banachraum £(F) absolut konvergiert. Zeigen Sie zudem,
dass die Abbildung R — L(E), t — e/ differenzierbar ist und dass £e'4 = Ae!4 = e'4 4 fiir
alle t € R gilt.

(b) Seixp € E und sei x : R — E, 2(t) = 'z fiir alle t € R. Zeigen Sie, dass x differenzierbar
ist und das Anfangswertproblem

Gat) = Asx(t),
z(0) =z

16st.

Zusatzinformation: Man kann zeigen, dass fir alle A,B € L(E) mit der Eigenschaft AB = BA die

Gleichung e B = eAeP erfiillt ist. Diese Zusatzinformation diirfen Sie in der nichsten Aufgabe verwenden.

23. Sei H ein Hilbertraum iiber R oder C. Ein Operator A € L(H) heilit schief-adjungiert, wenn
A* = — A gilt.
(a) Zeigen Sie: Jeder Operator A € L(H) lasst sich als Summe eines selbst-adjungierten und
eines schief-adjungierten Operators schreiben.

(b) In dieser Teilaufgabe sei der Skalarkdrper komplex. Sei A € L(H). Zeigen Sie: A ist genau
dann selbst-adjungiert, wenn ¢A schief-adjguniert ist, und A is genau dann schief-adjungiert,
wenn 74 selbst-adjungiert ist.

(c) Sei A€ L(H). Zeigen Sie: A ist genau dann schief-adjungiert, wenn e!4 fiir alle ¢ € R unitér
ist.

(d) Sei (en)nen eine Orthonormalbasis von H und sei A € L(H). Zudem gebe es fiir jedes n € N
einen Skalar \,, mit der Eigenschaft Ae,, = \,e,.

Zeigen Sie: Fiir alle o € H und alle ¢ € R gilt dann e'tzg = > 00, e (20, €n)en.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-stukom/baur/sosel16/funkana.html
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