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Losungen Halbgruppen und Evolutionsgleichungen: Blatt 1

6.

Sei 1?2 = [?(N). Fiir jedes t > 0 und jedes z = (z,,) € [% sei T(t)x = (e "'x,,) € (2. Zeigen Sie, dass
(T(t))s>0 eine stark stetige Halbgruppe auf /% ist.

Tipp fir die starke Stetigkeit: Zeigen Sie, dass ||T'(t)|| auf einer Umgebung von t = 0 beschrankt ist
und zeigen Sie lim;_,o T'(t)z = z fir alle x € coo := {(x,) CC: Ing € N: z, =0Vn > ng}. Dann
folgt die Behauptung aus einem Satz in der Vorlesung.

Lésung: Fiir jedes ¢ > 0 ist T(¢) offenbar linear. Weil die Folge (e~™!) in C beschrinkt ist,
bildet T(t) tatsichlich wieder nach [? ab und nach Aufgabe 5 ist T'(t) beschriinkt. Genauer gilt
| T(t)z|| < sup,eyexp (—tn) ||z|| < ||z]| fiir jedes z € 2. Damit ist sogar ||T(¢)|] < 1 (man sagt,
T(t) ist eine Kontraktion).

Auferdem gilt fiir x = (z,,) € [2, dass T(0)x = (e~ %x,,) = (x,) = z, also ist T(0) = I. Fiir s,¢ > 0
beliebig und z = (z,,) € I? gilt

T(t+ s)x = (exp (—(t + s)n)x,) = (exp(—tn) exp(—sn)z,) =
= T(t)(exp(—sn)an) = THT($) () = TOT(s)z.

Um die starke Stetigkeit zu zeigen, sei zunéchst z € cpg und es sei ng € N derart, dass z,, = 0 fiir
alle n > ng. Dann ist

no

||z —T(t)x|| = (Z(mk — exp(—kt)xk))% =0 (t—0).
k=1

Also ist limy_,0 T(t)x =  fiir jedes x € coo. Weil cog dicht in I? liegt und weil zugleich ||T(¢)|| < 1
fiir alle ¢ > 0 gilt, ist (7'(t)) stark stetig.

Betrachten Sie den Funktionenraum

Co(R) :={f : R — C stetig mit Brfoof(x) = 0}.

x

Zusammen mit der Supremumsnorm wird dieser Raum zu einem Banachraum.
Fiir jedes t > 0 und jedes f € Co(R) sei T'(t)f = f(t +-) € Co(R).
(a) Zeigen Sie, dass (T'(t));>0 eine stark stetige Halbgruppe auf Cy(R) ist (die sogenannte
Links-Translations-Halbgruppe).
Tipp fiir die starke Stetigkeit: Zeigen Sie zundchst, dass alle Funktionen f € Co(R) gleichmdfig
stetig sind.

Losung: Offenbar ist jedes T'(¢) eine lineare Isometrie (also insbesondere T'(t) € L(Co(R)))
und T(0) = I. Fiir f € Cy(R) und ¢, s > 0 gilt aukerdem

Tt+s)f()=fls+t+)=TH)f(s+-)=TET(s)f()-

Wir miissen noch die starke Stetigkeit nachweisen. Dazu zeigen wir zunéchst, dass jede
Funktion f € Cp(R) gleichméRig stetig ist:
Fiir jedes ¢ > 0 gibt es eine kompakte Menge K C R, sodass |f(x)| < § fiir alle x € K¢
(beispielsweise K = [-N, N] fiir geniigend groffes V). Nun ist die Einschrankung von f auf
K gleichmifig stetig, d.h. es gibt ein § > 0, sodass |f(z) — f(y)| < 3, falls z,y € K mit
|z —y| < 4.
Seien jetzt z,y € R mit |z — y| < 6. Wir unterscheiden drei Félle:

e Im ersten Fall ist 2,y € K, also gilt [f(z) — f(y)| < § <e.

e Im zweiten Fall ist 2,y € K¢ und es folgt |f(x) — f(y)| < |f(@)] + |f(y)| < e.



e Im dritten Fall schlieflich ist = € K, y € K¢. Dann gibt es ein z € K mit |z — z| < 6.

Damit ist |f(z) — f(2)] < § und [f(2)| < §. Wir kénnen also

[f(@) = f)l <[f (@) = FOI+[F I+ fy)] <e

folgern.

Insgesamt haben wir gezeigt, dass jedes f € Co(R) gleichméfig stetig ist. Sei jetzt to > 0 und

e > 0. Dann gibt es ein 6 > 0, so dass fir z,y € R mit |z —y| < d stets | f(z) — f(y)| < € gilt.

Ist nun ¢ > 0 mit |t — to| < § und = € R beliebig, so folgt aus |(x +t) — (z — tg)| < J, dass

|f(x+1) — flz+1t0)] <e.

Somit ist ||T'(t)f — T(to) f|| < e fiir |t — to] < d. Wir haben lim;_,,, T'(t)f = T'(to)[f gezeigt.
Zeigen Sie, dass T'(t) fir ¢ — 0 nicht in Operatornorm gegen I konvergiert.

Losung: Man betrachte die Nullfolge (t,) = (). Fiir jedes n € N sei f,, € Co(R) eine
Funktion, die nur auf dem Intervall [1,1 + 5-] lebt und die die Supremumsnorm ||f,|| = 1
besitzt. Dann haben f,, und T'(¢,)f, disjunkten Trager und folglich gilt ||T'(¢,) fr. — L fnl| =
|T(tn) fn — fnl| = 1. Damit haben wir ||T'(¢,,) — I|| > 1 fiir alle ¢,, gezeigt. Insbesondere kann
nicht ||T( n)I|| = 0 fiir n — oo gelten.

8. Sei X ein Banachraum und seien A : D(A) — X, B : D(B) — X lineare Operatoren auf X. Zeigen

Sie:
(a)

Ist p(A) # 0, so ist A abgeschlossen.

Lésung: Sei p € p(A). Dann ist R(u, A) = (u — A)~! stetig. Es sei S : X2 — X? mit
S(z,y) = (y,z). Wie in Aufgabe 2 gilt

G(p—A)") = S(G(u—A4)) und somit S(G((u—A)")) = Glu— A).

Weil (1 — A)~! stetig und S isometrisch ist, ist G(u — A) abgeschlossen. Damit ist g — A und
folglich auch A abgeschlossen.

Ist A C B und p(A) N p(B) # 0, so gilt A= B.

Losung: Es geniigt D(A) = D(B) zu zeigen. Sei p € p(A) N p(B). Damit ist D(p — A) C
D(u — B). Angenommen, es gibe ein z € D(B) \ D(A). Wegen der Surjektivitdt von p — A
gibe es dann auch ein y € D(A) mit (u — A)y = (u — B)x. Die Injektivitdt von p — B
impliziert dann aber wegen y € D(B), dass « = y. Dies widerspricht « ¢ D(A).

9. Sei X = L'(R) der Raum aller komplexwertigen, Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf R (modulo
f.i.-Gleicheit). Fir f, g € X definieren wir das Faltungsprodukt f x g € X durch

(f*g)(x /fac— y)dy fiir fast alle z € R.

Aufserdem definieren wir fiir jedes f € X den Faltungsoperator Cy : X — X, g — fxg.

(a)

Zeigen Sie: Fiir f,g € X ist tatséichlich auch f x g € X. Aufierdem ist My € L£(X) mit
Operatornorm ||C¢|| < ||f||1, wobei || - ||; die 1-Norm auf X = L!(RR) bezeichnet.

Losung: Fiir f,g € X berechnen wir zunéchst:

[ [ 11 =newidyds= [ [176-ldelgwldy -

=//|f(x)\dxlg(y)|dy= 1711 1lglls < oo,

wobei die erste Gleichheit aus dem Satz von Fubini-Tonelli folgt. Somit ist [ |f(z—y)g(y)|dy <
oo fiir fast alle x; der Wert (f x ¢g)(z) existiert also fiir fast alle . Weiterhin gilt nun

Hf*g||1—/|f*g |dw<//|fx— () dydz = ||fl]x llglls < o.

Damit ist sowohl f g € X als auch ||Cy|| < || f]|1 gezeigt.



(b)

Sei (6,,) C X eine Folge von nicht negativen Funktionen mit ||0,]|1 = 1, sodass fiir jedes
a > 0 die Bedingung flx\za dp(z)dz — 0 (fiir n — oo) erfiillt ist (eine solche Folge (d,,)
nennt man auch Dirac-Folge).

Zeigen Sie zunéchst fiir jedes stetige f € X mit kompaktem Tréger und anschliefend fiir jedes
feX,dass f*0, = fin X. Folgern Sie daraus: Fiir jedes f € X gilt sogar [|C¢|| = ||f]1.

Losung: Sei f € X stetig mit kompaktem Trager und [a, b] ein beschrinktes Intervall, das
den Trager von f komplett enthélt. Nun sei € > 0 beliebig. Wegen der gleichméfigen Stetigkeit

von f gibt es ein a € (0,1], so dass fir z,y € R mit |z — y| < a stets |f(z) — f(y)] < e gilt.

Nach Definition der Dirac-Folge gibt es nun ein ng € N, so dass flrrr\>oz On(x)dx < e fiir alle
n > ng gilt. Damit berechnen wir -

1780 = gl = [[| [ 1 =0ouw) ay = @) |as= [| [ =0) = F@)onto) dy|as
<[] e sepmelais [ [ e @) wlads
~ [ - senassars [ it - saniass, o

Das vordere Integral kénnen wir nach oben durch die Zahl

2|f||1/||> 5u(y)dy < 2|1 flls
y_a

abschétzen.

Weil fiir |y| < o die Funktion |f(- —y) — f(-)| nur auf dem Intervall [a — a, b + o] lebt und
durch e beschrénkt ist, kdnnen wir auch das hintere Integral nach oben abschitzen, ndmlich
durch die Zahl

(b—a—|—2a)~€'/ on(y)dy < (b—a+2)e.

ly|<a
Insgesamt gilt also || fxd, — f||1 < e-(2||f||1 +b—a+2) fiir alle n > ny. Wir haben %6, — f
in X gezeigt.

Seit jetzt f € X beliebig und sei € > 0. Weil die stetigen Funktionen mit kompaktem Triger
dicht in X liegen, finden wir ein stetiges g € X mit ||f — g||1 < e. Auferdem gilt fiir geniigend
grofes n € N ab einem geeignetem ng, dass ||g — g * d,||1 < e. Wir schliefen, dass fiir n > ng
die Abschéitzung

Lf = Fxdnlly SIf =gl +1lg = g% Onlls + [lg % 0n — fxbnllh < 3¢

gilt. Also ist f*d,, — fin X fiir alle f € X gezeigt.

beliebige Dirac-Folge (offenbar existiert eine solche; man wihle beispielsweise d,, = nl_a 1 ).

Dann folgt e
ICsll = sup [[f % dnll1 = (| £]h-
neN
Zusammen mit (a) haben wir ||Ct|| = || f||: gezeigt.
Fiir jedes t > 0 sei die Funktion k; € X durch ki (z) = \/ﬁ exp (—%) gegeben. Wir setzen

nun 7(0) = I und T'(t) = C, fur t > 0. Zeigen Sie mit Hilfe der vorangehenden Teilaufgaben,
dass (T'(t)):>0 eine stark stetige Halbgruppe auf X ist und dass ||T'(¢)|| =1 fiir jedes t > 0
gilt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Faltung assoziativ und kommutativ ist.
Losung: Nach Teilaufgabe (a) ist T'(t) € L£(X) fir jedes ¢ und nach Konstruktion gilt
T(0) = I. Als néchstes zeigen wir die starke Stetigkeit:

Sei (t,) C (0,00) eine Nullfolge. Dann bilden die Funktionen k; eine Dirac-Folge: Es sind
némlich alle Funktionen k;, nicht-negativ, es gilt ||k, ||1 = 1 und fiir o > 0 ist

/ ki, (z) dz = / = exp(z?)dz — 0 (n — o).
|z|>a |2|> - VT

Aty

()



10.

Weil die Faltung kommutativ ist, folgt nun aus (b), dass lim, . T'(t,)f = f fir alle f € X.

Damit ist die starke Stetigkeit von (T'(¢)) in ¢t = 0 bewiesen und aus ||T'(¢)|| = ||k:|| = 1 fiir
t > 0 folgt, dass (T'(t)) in jedem ¢ > 0 stark stetig ist.

Wir miissen noch das Halbgruppengesetz T'(s +t) = T'(s)T'(¢) fiir ¢, s > 0 zeigen. Offenbar
kénnen wir hierbei ¢, s > 0 voraussetzen. Zuerst zeigen wir die Formel kq1; = ks * k; fiir alle
s,t > 0. Wir rechnen dies explizit nach:

(ks*kt)(x):/ks(x—y)kt(y)dy:\/Z%\/Z% exp(—(%jti—i))dy:
= v o (R )
= (- G~ i) [ o (- O~ ) )
- en(- 4(Sxit))ﬁ/exp<—y2>dy=
:MX( m) e

Fiir beliebiges f € X erhalten wir nun aufgrund der Assoziativitdt der Faltung, dass
T(s+t)f =kspxf=(ksxk)xf=ksx(kex f) =ksx (T(t)f) =T(s)L(¢)f.
Das war noch zu zeigen.
Sei X = C?. Den Raum £(X) identifizieren wir mit dem Raum aller komplexen 2 x 2-Matrizen.

Finden Sie eine Abbildung R, — £(X), die zwar die beiden Halbgruppengesetze

o T(s+1t)=T(s)T(¢) fiir alle s,t > 0,
o T(0)=1

erfiillt, die aber nicht stark stetig ist.

Losung: Man setze T(0) = I und T'(¢) = 0 fiir alle £ > 0. Dann sind die gewiinschten Eigenschaften
offenbar erfiillt.



