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Losungen Halbgruppen und Evolutionsgleichungen: Blatt 4

23. Seien X, Y Banachréume, sei U € L(X,Y) ein Isomorphismus und sei (T'(t)):>0 eine stark stetige
Halbgruppe auf X.

(a) Zeigen Sie, dass (S(t))i>0 mit S(t) = UT(¢t)U~! eine stark stetige Halbgruppe auf Y ist. (2)
Lésung: Es gilt S(0) = UIxU~! = Iy und fiir alle s, ¢ > 0 gilt S(s)S(t) = UT(s)UUT(H) Ut =
UT(s+t) Ut = S(s+1).

Auferdem gilt wegen der starken Stetigkeit von (T'(t));>o fiir jedes y € Y, dass T'(¢)(U~'y) —
U~y fiir t — 0 und somit

Sty =UT(t) U 'y = UUly=y (t—0).

Somit ist (S(t))¢>0 stark stetig.

(b) Seinun (S(t))¢>0 eine beliebige stark stetige Halbgruppe auf Y. Mit A und B bezeichnen (7)
wir die Generatoren von (T'(t));>0 und (S(¢))¢>0. Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen
aquivalent sind:

(i) UT(t) =S(#)U fir alle t > 0.
(i) D(B)=U(D(A)) und UAz = BUxz fir alle z € D(A).
(ifi) 3X € p(A) N p(B) mit UR(N, A) = R(\, B)U.
(iv) p(A) = p(B) und UR(A, A) = R(A, B)U fiir alle A € p(A) = p(B).

Losung: ,,(i) = (i)“ Fir z € D(A) gilt

%(S(t)Ux —Ux) = %(UT(t)x— Uz) = U%(T(t)x —z) = UAz (t—0).

Also ist U(D(A)) € D(B) und BUx = UAgz fiir alle z € D(A). Durch Vertauschung der
Bezeichnungen folgt aus dem Gezeigten aber auch, dass U~(D(B)) C D(A) ist. Damit haben
wir insgesamt D(B) = U(D(A)) bewiesen.

»(i) = (i)“ Nach Teilaufgabe (a) ist (R(t))i>0 := (U71S(t)U)>0 eine stark stetige Halb-
gruppe auf X und aus der gerade gezeigten Implikation folgt, dass (R(t));>0 den Generator
C = U~'BU|p(c) mit Definitionsbereich D(C) = U~'(D(B)) besitzt.

Es ist aber nach Voraussetzung U~ (D(B)) = D(A) und U~ 'BU|p4) = A. Damit besitzen
die beiden Cp-Halbgruppen (T(t)):>o und (R(t))i>0 = (U~1S(#)U);>0 denselben Generator
und sind somit gleich. Es folgt (i).

(i) = ()“ Esist A= U""BU|pa) und somit A\ — A = U1 (A= B)U|p) = U (A -
B)U|y-1(p(sy) fiir alle A € C. Folglich ist A\ — A genau dann interverierbar, wenn A\ — B
invertierbar ist; dies zeigt p(A4) = p(B).

Auferdem rechnet man mit Hilfe der Gleichung A — A = U~ (X — B)U|p(a) sofort nach, dass

U'R\B)U (A= A)=1Ipay und (A—A)U "R\ B)U|pa) = Ix

fiir alle A € p(A) = p(B) gilt. Folglich ist U~*R(\, B)U = R(\, A) und es folgt die Behaup-
tung.

(iv) = (iii)* Klar, da p(A) # 0.
L(iii) = (ii)“ Sei A € p(A )m)p(B

) derart, dass R(\, B)U = UR(\, A4) ist. Es gilt D(B) =
m(R(\, B)U) =im(UR(\, A)) =U(D

(A )) Auferdem ist
U 'R\, B)U (A\— A) = Ipa),
woraus
(A= B)Ul|pay = (A= B)UIpay=(A—B)U U "R\B)U (A—A) =U(X— A)
und somit UA = BU|py) folgt.



24. Sei X ein Banachraum und (7'(t)):>o eine stark stetige Halbgruppe auf X mit Generator A.

25.

26.

Auferdem sei X := D(A). Dann ist X; zusammen mit der Graphennorm ||-|| 4 ein Banachraum.
(a) Zeigen Sie, dass die Halbgruppe (T'(t));>0 den Raum X5 invariant lisst, d.h. es gilt T'(¢)z € X3
fir alle x € X7 und alle ¢ > 0.

Losung: Das folgt unmittelbar aus Proposition 2.6.

(b) Fir alle t > 0 sei T1(¢t) := T'(t)|x,. Zeigen Sie, dass (T'(t)):>0 eine stark stetige Halbgruppe
auf X ist.
Lésung: Wir nehmen ohne Einschrinkung an, dass 0 € p(A) gilt (ansonsten fithren wir eine
Reskalierung durch). Nun sind A : (D(A), ||-]]) = (X, |]-]]) und A=Y : (X, ||-]]) — (D(A), ||-]])
Banachraum-Isomorphismen.
Fiir jedes € D(A) und jedes t > 0 gilt T'(t)Ax = AT (t)x = AT} (t)z, also ist T'(t)A = AT (¢)
und somit T (t) = A71T(t)A. Damit folgt aus Aufgabe 23 (a), dass T} (t) eine stark stetige
Halbgruppe auf X; ist.

(c) Sei A; der Generator von (T4 (t));>0. Zeigen Sie, dass D(A;) = D(A?%) = {z € D(A): Az €
D(A)} und Ajz = Az fiir alle z € D(A;) gilt.
Lésung: Aus dem Beweis von Teilaufgabe (b) folgt, dass A71T'(t) = Ty (¢t)A~! fiir alle t > 0
gilt. Damit folgt aber aus Aufgabe 24 (b) (ii), dass

D(A;)) = A7'D(A) = D(A?%)
gilt, und dass # = A=Az = A; A1z fiir alle z € D(A) gilt. Fiir alle z € D(4;) ist aber
Ax € D(A) und somit Ar = A; A" Az = Ajz.
(d) Zeigen Sie: Es gilt p(A41) = p(A) und R(A\, A1) = R(), A)|x, fiir alle X € p(A41) = p(A).

Loésung: Nach Aufgabe 24 (b) (iv) ist p(A1) = p(A) und fir jedes A € p(41) = p(A) gilt
ATIR(N A) = R(\, A1) AL Fiir alle z € D(A) folgt

~—

R\, Az = A7'R(N\, A) Az = R(\, A)A™ Az = R(\, A).

Tipp fir die Teilaufgaben (b) - (d): Nehmen Sie ohne Einschrinkung an, dass 0 € p(A) gilt und
wenden Sie Aufgabe 23 auf den Isomorphismus A~': X — X an.

Sei X ein Banachraum und A ein abgeschlossener Operator auf X mit Definitionbereich D(A).

Zudem sei A\ € p(A) und Dy C D(A). Zeigen Sie, dass die folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) Dy ist ein wesentlicher Definitionsbereich (engl. ,core) fiir A.
(ii) (A — A)Dy liegt dicht in X.
(iii) A|p, besitzt den Abschluss A.

Losung: ,(i) < (i) Weill A\— A : (D(A),]||-]]a) = (X,]| - ||) bijektiv und stetig ist, folgt aus dem
Satz von der stetigen Inversen, dass A — A sogar ein Banachraum-Isomorphismus ist. Also gilt fiir
jedes Teilmenge M C D(A): M liegt genau dann dicht in (D(A),||-||4), wenn (A — A)(M) dicht in
(X, |] - ]|) liegt. Dies ziegt die Behauptung.

»(1) < (1i)“ Esist Alp, genau dann abschliefbar mit Abschluss A, wenn G(4) = G(A|p,) in

X x X gilt (wobei X x X wie iiblich mit der Norm ||(z,y)||1 := ||z|| + ||y|| ausgestattet ist).

Nun ist die Abbildung ® : (D(A),|| - ||la) = (G(A),|| - |]1), z — (x, Ax) stetig und bijektiv und
somit ein Banachraum-Isomorphismus. Also liegt Dy genau dann dicht in D(A) bzgl. || - || 4, wenn
®(Dy) = G(A|p,) dicht in G(A) bzgl. || - ||1 liegt. Dies zeigt die Behauptung.

Sei X = {2(N) und sei (T(t)):>0 die Halbgruppe auf X aus Aufgabe 6, die durch T'(t)z = (e ™z,,)
gegeben ist. Mit A bezeichnen wir den Generator von (T'(£))¢>0
(a) Zeigen Sie, dass D(A) = {z € X : (—nx,) € X} und Az = (—na,) fiir alle z € D(A) gilt.

(2%)

(3)



Losung: Wir verwenden wie iiblich die Allerweltsformel: Fiir z,y € X gilt
x€D(A) und Az =y

¢
& (/ T(s)yds)(n) = (T({t)x)(n) —xz, YneN V>0
0
t
& / e "y, ds=e "z, —x, YneN Vt>0
0

< —%(6_’”—1)yn=(e‘"t—1)mn VneN Vi>0

& Yy, =-nx, VneN
& (—nzp) € X und  (yn) = (—nay).

Dies zeigt die Behauptung.
Zeigen Sie, dass ¢y ein wesentlicher Definitionsbereich von A ist.

Losung: Zunidchst bemerken wir, dass copg C D(A) gilt. Wir rechnen nun nach, dass cq
beziiglich der Graphennorm || - || 4 dicht in D(A) liegt:

Sei dazu = € D(A), d.h. z € X derart, dass (—nz,) € X gilt. Auferdem sei € > 0. Wegen
(25,) € X und (—nzx,) € X gilt

oo (oo}

( Z \xn|2)%<5 und Z |—nxn|2)%<6

n=N+1 n=N+1

fiir ein geniigend grofes N € N. Sei nun z € X die Projektion von z auf die ersten N
Komponenten. Dann gilt z € ¢gp und

oo oo

||z — 2|4 = ( Z 2, ?) 2 + ( Z | —nz,|?)? < 2e.

n=N+1 n=N+1

Also liegt cgo dicht in D(A) besziiglich || - || -



