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Sei H ein beliebiger Hilbertraum und A ein selbst-adjungierter Operator auf H mit o(A) C (—oo, 0].
Sei auferdem 6 € (0, 5) beliebig. Zeigen Sie, dass A eine sektoriell kontraktive Halbgruppe vom
Winkel 6 erzeugt.

Hinweis: Sie diirfen verwenden, dass fir einen selbst-adjungierten Operator A mit o(A) C (—o0, 0]
fiir jedes x € D(A) die Abschdtzung (x, Az) <0 gilt.

Losung: Wegen I € p(A), ist I — A surjektiv.

Der Vollstiandigkeit halber zeigen wir als néchstes, wie man die Aussage im Hinweis beweisen kann,
wenn man diese Aussage bereits fiir Operatoren aus £(H) kennt: Offenbar ist (z, Az) € R fiir jedes
x € D(A). Wir zeigen, dass sogar (r, Az) <0 fiir alle x € D(A) gilt:

Sei zunéichst 0 € p(A) vorausgesetzt. Dann ist A~! ebenfalls selbstadjungiert und nach dem
spektralen Abbildungssatz fiir Resolventen gilt o(A~!) C (—o0,0). Aus der Spektraltheorie selbst-
adjungierter beschriinkter Operatoren auf Hilbertriumen folgt nun (A~1y,y) < 0 fiir alle y € H
und somit (x, Az) <0 fir alle z € D(A).

Wenn nun aber 0 € o(A) gilt, so folgt fiir jedes e > 0, dass o(A — &) C (—00,0) und somit
(x,(A—¢e)x) <0 fir alle z € D(A). Der Grenziibergang ¢ — 0 liefert (x, Az) < 0. Damit ist die
Aussage im Hinweis bewiesen.

Nun folgt fiir jedes x € D(A):
Re(z, e Az) = (z, Az) Ree™™ <0,

da 0] < 7 ist. Also ist et A dissipativ und Theorem 9.9 liefert die Behauptung.

Sei § € (0, %) und sei X die Menge aller beschrénkten, holomorphen, gleichméfig stetigen Funktionen
auf Yy.
(a) Zeigen Sie, dass X beziiglich der Supremumsnorm ein Banachraum ist.

Lésung: Sei (f,) C X eine Cauchy-Folge. Weil die Menge Cj,(Xy) aller beschrinkten, stetigen
Funktionen auf ¥y ein Banachraum ist, gibt es ein f € Cp(Xy) mit er Eigenschaft f,, — f
bzgl. || - [|oc-
Um die gleichméfige Stetigkeit von f zu zeigen, sei € > 0 beliebig. Dann gibt es ein ng € N
mit ||f — frolloe < 5. Weil f, gleichméfig stetig ist, gibt es wiederum ein 6 > 0 derart, dass
fiir alle 21, 22 € ¥g mit |22 — 21| < & stets | fn,(22) — [, (21)] < § gilt. Also gilt fiir 21, 22 € Xy
mit |29 — 21| auch

[ (z2) = f(z20)] < [f(22) = fao (22)| + |fng (22) = fro (20)| + | g (21) = f(21)] <.

Dies zeigt die gleichméfige Stetigkeit von f.
Die Holomorphie von f folgt aus dem Satz von Vitali, weil alle (f,,) auf ganz ¥y beschriankt
und wegen der gleichméfigen Konvergenz sogar gleichméfig beschrankt sind.

(b) Sei (T'(t))i>0 C L(X) durch T(¢)f = f(t + -) gegeben. Zeigen Sie, dass (T'(t))¢>0 eine
Co-Halbgruppe auf X ist.
Losung: Die Halbgruppen-Eigenschaft ist klar und die starke Stetigkeit folgt aus der gleich-
méfigen Stetigkeit aller Funktionen f € X.

(¢) Fiir jedes z € Xy und jedes f € X setzen wir nun T'(z)f = f(z + ).
Zeigen Sie, dass die Abbildung z — T'(z) auf ¥y holomorph ist und folgern Sie, dass (T'()):>0
eine sektoriell kontraktive Halbgruppe vom Winkel 6 ist.
Losung: Fiir jedes A € Xy definieren wir ein stetiges Funktional §, € X’ durch d,(g) = g(N).
Fiir jedes f € X und jedes 6 € X’ sei ¢y 5 € L(X)" durch ¢(S) = (4, Sf) gegeben. Dann ist
die Abbildung

Y9 = C, z= s, =0NT(2)f)=flz+A)

(2)
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holomorph auf ¥y. Zugleich trennt die Menge {¢ys, : f € X, A € ¥} den Raum L(X) (weil
{6 : A € Ty} C X’ den Raum X trennt). Also folgt, dass auch z — T'(z) auf ¥y holomorph
ist.

Somit besitzt (T'(t));>o eine holomorphe Fortsetzung auf den Sektor Yy. Dass T' auf dem
gesamten Sektor kontraktiv ist, folgt aus |[7'(2) f|lcc = SUPxe(z45) £ () < SUPres, [f(A)] =
£ loo-

(d) Zeigen Sie, dass t — T'(t) in t = 0 nicht stetig beziiglich der Operatornorm ist.
Tipp: Betrachten Sie die Funktionen z — exp(—nz).

Loésung: Fiir jedes n € N sei f,, : ¥y — C durch f,(z) = exp(—nz) gegeben. Offfenbar ist f,
holomorph und beschrankt. Aus den Eigenschaften der komplexen e-Funktion folgt leicht,
dass f, auch gleichméfig stetig ist.

Es ist || fn]loo = 1 fiir jedes n € N. Zugleich ist aber

)

1 1 1 1
’ )G - S Sl=et-e
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TG = Dlloo 2 (TCIC) = S = 1ao) = fal

Dies zeigt ||T(2) — I|| > e™! — e 2 fiir jedes n € N.

1
n

(e) Bestimmen Sie den Generator A von (T'(t))¢>0.

Losung: Wir zeigen, dass D(A) = {f € X : f' € X} und Af = [ fiir alle f € D(A) gilt.

Dazu verwenden die Allerweltsformel: Seien f,g € X. Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

feD(A)und Af =g

t
& VtZO:/OT(s)gdSZT(t)f—f

& Vt>0Vze€N: /0 (T(s)g)(2) ds = (T() f)(2) = f(2)

Im Falle f/ € X und f’ = g ist die letzte Zeile offenbar erfiillt. Ist umgekehrt die letzte
Zeile erfiillt, so folgt fiir jedes z € 3y, dass die Funktion (T'(t))f(z) = f(t + z) bzgl. t eine
Stammfunktion von (T'(t)g)(z) = g(z +t) ist. Also folgt < f(z+t) = g(z +t), wobei < hier
die reelle Ableitung nach ¢ bezeichnet. Es gilt aber f'(z +¢) = < f(z + t), wobei f/(-) die
komplexe Ableitung von f(-) bezeichnet, also folgt f/(z +t) = g(z + t) fiir alle z € Xy und
fiir alle ¢ > 0. Dies impliziert f’ = g und somit auch f’ € X.

d
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Sei X ein Banachraum und (T'(t)):;>¢ eine sektoriell kontraktive holomorphe Halbgruppe vom
Winkel 6 € (0, 5] mit Generator A. Zeigen Sie, dass Xz 19 C p(A) gilt, wobei wir Xz g := {re’ :
r>0,|al < 5 4 0} setzen.

Losung: Nach Vorlesung ist e*? Generator der kontraktiven Co-Halbgruppe (T'(€%t));>0. Also
folgt C; := {2 € C:Rez > 0} C p(e*? A). Hieraus erhalten wir Y249 C e~ WC,Lue?Cy C p(A).

Wie in Aufgabe 30 sei H = L?(0,2m), sei D(A) = {f € H?(0,27) : f(0) = f(27) = 0} und
A:D(A) = H, f— f". Zeigen Sie, dass das Cauchy-Problem

{ Luft,) = Ault, ")
)=

fiir alle ug € D(A) eine Losung besitzt und geben Sie die Losung fiir die Startfunktion ug(z) =
sin(§) + sin(z) explizit an!

Tipp fir die Berechnung der Losung: Gehen Sie dhnlich vor, wie in den Aufgaben 29 und 30. Sie
diirfen hierbei verwenden, dass fiir X = (\,) C (—00,0] der Multiplikationsoperator My auf 1% die
Halbgruppe (M,x:) erzeugt (wobei wir e’ = (e*?) gesetzt haben).

Losung: Wir wissen bereits aus Aufgabe 30, dass das Spektrum von o(A4) = {_HTQ :n € N}
gilt und dass A selbstadjungiert ist. Also ist A nach Aufgabe 30 Generator einer Cy-Halbgruppe
T'(t). Somit besitzt die angegebene Cauchy-Problem fiir jedes ug € D(A) eine Losung, namentlich
u(t, ) = T(t)’u().

Um die Lésung zu berechnen gehen wir vor wie in den Aufgaben 29 und 30: Es gibt eine ONB

{en : n € N} von H, die aus Eigenvektoren zu A besteht (nach Aufgabe 30 ist e, (x) = ﬁ sin(§x),
und diese Funktion ist Eigenvektor zum Eigenwert A\, = —%2).



Sei nun U : H — [? der Hilbertraum-Isomorphismus, der jedem f € H die Folge seiner Fourierko-
effizienten bzgl. der ONB {e,, : n € N} zuordnet. Dann wissen wir aus Aufgabe 29, dass fiir den
Multiplikationsoperator M) auf [? gilt: UD(A) = D(M)) und UA = M)\U|p(ay-

Es erzeugt M) auf [? die Cyp-Halbgruppe (M )¢>0. Aufgabe 23 impliziert somit die Gleichung
UT(t) = MU fir alle t > 0. Fur f € H folgt somit

T f=U"'MnUf = i e, fen.

n=1

Fiir ug(z) = sin(§) + sin(x) = y/7(e1 + e2) konnen wir die Lésung nun explizit ausrechnen: Es ist

u(t,z) = (T(t)uo)(x) = Y e en, up)en(x) = e ¥'/mes (z) + et y/mea(z) =
n=1

e it sin(g) + e "sin(z).



