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48. Sei H ein Hilbertraum und sei A ein dicht definierter, abgeschlossener Operator auf H. Es bezeichne

W(A) := {(Az,z) : x € D(A), [[z]| = 1}

den numerischen Wertebereich von A. Es sei A € C\ W(A).

(a)

Zeigen Sie: Es gilt ||[(A — A)z|| > d||z|| fiir alle x € D(A — A) = D(A), wobei d den Abstand
zwischen A und W (A) bezeichnet.

Losung: Fiir alle x € D(A) gilt

A = A)z[| = (A = Az, 2)| [[e|| = [A = (Az, 2)]|[|z]] = d]|]],

weil (Ax, X) € W(A) ist.
Folgern Sie, dass A — A injektiv ist und abgeschlossenes Bild besitzt.

Losung: Wegen A & W(A) gilt d > 0. Fiir alle 2 # 0 ist also ||Az|| > d||z|| > 0 und somit
Az # 0. Damit ist die Injektivitdt von A gezeigt.

Wir miissen noch zeigen, dass im(A) abgeschlossen ist. Sei also (y,) C im(A) eine Folge, die
gegen ein y € H konvergiert. Somit ist (y,,) auch eine Cauchy-Folge. Sei (z,,) eine Folge mit
Az, =y, fiir alle n. Wegen der Abschétzung aus (a) ist dann auch () eine Cauchy-Folge
und besitzt somit einen Grenzwert © € H. Weil der Operator A abgeschlossen ist, folgt daraus,
dass ¢ € D(A) und Az = y gilt. Dies zeigt y € im(A).

Sei nun A € L(H). Zeigen Sie, dass A — A dichtes Bild besitzt und somit wegen Teilaufgabe
(b) surjektiv ist.

Tipp: Zeigen Sie, dass das orthogonale Komplement von im(A — A) nur die 0 enthdlt.

Losung: Weil A auf ganz H definiert und beschrénkt ist, besitzt A eine iiberall definierte
Adjungierte A* und W(A*) enthilt offenbar gerade die konjguert komplexen Elemente von
W (A). Somit liegt A nicht im Abschluss von W (A*). Nach Teilaufgabe (b) ist also A — A*
injektiv.

Sei nun y € im(\ — A)*. Fiir jedes z € H gilt dann

0=((A=A)z,y) = (z,(A = A")y).

Dies impliziert (A — A*)y = 0 und wegen der Injektivitiit von A — A* folgt y = 0.
Also haben wir im(\ — A)* = {0} bewiesen und schliefen, dass im(\ — A) dicht in H liegt.

Folgern Sie: Fiir jedes A € L(H) gilt o(A) C W(A).

Losung: Sei A € W(A). Dann ist A — A injektiv und (wegen der Abgeschlossenheit und
Dichtheit seines Bildes) auch surjektiv. Dies zeigt A € p(A) und somit o(A) C W(A).

49. Sei (Q,%, 1) ein o-endlicher Mafraum, sei H = L?(Q, %, i), sei ¢ > 0 und m : Q — [¢, 00) messbar.

Wir definieren ein weiteres Maf v auf (€2, 3) durch dv = m dy (d.h. m ist die Radon-Nikodym-Dichte
von v beziiglich 1). Auferdem sei V = L%(Q, %, v).

(a)

Zeigen Sie, dass V' C H ein dichter Untervektorraum ist.

Losung: Ist g € V, so ist |[v/mg| € H und wegen |g| = ﬁ\\/ﬁg| < 1|y/myg| ist somit auch
g ein Element von H. Dies zeigt, dass V' C H gilt. Dies Untervektorraum Eigenschaft ist nun

klar.

Wir miissen noch die Dichtheit von V in H zeigen. Fiir jedes n € N setzen wir €, := {m <
n}:={w € Q:m(w) <n}. Dann gilt Q =, Q.

Ist nun f € H, so konvergieren die Funktionen f,, := f1lg,  punktweise gegen f und
werden im Betrag durch die L?(u)-integrierbare Funktion |f| dominiert. Also gilt f, — f




in H. Andererseits liegen aber alle Funktionen f,, auch in V, weil ndmlich fiir jedes n die
Abschitzung |/mf,| < v/nlfal < v/nlf| gilt, woraus die L?(p)-Integrierbarkeit von /m.f,
und deshalb die L?(v)-Integrierbarkeit von f,, folgt.

Also ist f der L?(p)-Grenzwert der Folge (f,,) C V, d.h. V liegt dicht in H.

Berechnen Sie die Operatornorm der kanonischen Einbettung j : V' — H (bzgl. der
Hilbertraum-Normen auf V und H).

Losung: Sei im.qs(v/m) := {r € R| p({|/m —r| > €}) > 0 Ve > 0} das wesentliches Bild von
v/m beziiglich p und sei 7 := inf im.4s(y/m) das wesentliche Infimum von /m. Wir zeigen,
dass ||j|| = L gilt (man beachte, dass 7 # 0 ist wegen 7 > \/c > 0):

Fiir jedes g € V gilt offenbar ||g||g = ||\/£%9||H = ||ﬁ\|v < %HgHV, womit wir ||j]| < %
gezeigt haben.

Sei andererseits € > 0 beliebig. Dann gibt es eine messbare Menge B C Q mit w(B) >0, so
dass 0 < /m — 7 < ¢ auf ganz B gilt. Wegen der o-Endlichkeit von p finden wir sogar eine
messbare Menge B C Q mit der Eigenschaft 0 < u(B) < oo, so dass 0 < /m — 7 < € auf
ganz B gilt.
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Wir definieren nun g = 1. Dann gilt ||g||v = 1 und
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Damit ist |[j|| > L gezeigt.

Berechnen Sie die Operatornorm der kanonischen Einbettung ¢ : H — V' von H in die
Menge aller stetigen anti-linearen Funktionale auf V.

Lésung: Wir zeigen, dass ||i|| = ||7]] gilt:
Sei einerseits f € H und g € V. Dann ist

() gvl = [ grml < [ fl1a lglla < {151 f ]z llgllv-

Also ist [[i(f)[[v: < |lFI[|f||zr und somit [[af| < [|7]]-

Sei andererseits € > 0 beliebig. Dann gibt es ein g € V mit ||g||v = 1 und ||g||z + ¢ > ||]]]-
Es gilt zugleich g € H und wir berechnen

[(i(9), 9)v| = g, 9)u| = llgllmllgller = (Uil = )llglle = (II5]] = €)llgll -

Damit ist [[i(g)|[v: = (|l5]] — €)llgllm gezeigt und es folgt ||i]| = [|j]| —&.

Sei f € H. Dann ist die Abbildung ¢ : V' — V, v +— i(f)(v) ein stetiges lineares Funktional
auf V. Nach dem Satz Riesz-Fréchet gibt es somit ein v € V' mit der Eigenschaft ¢(v) = (v, u)
fiir alle v € V. Bestimmen Sie dieses u in Abhéngigkeit von f.

Losung: Das anti-lineare Funktional i(f) wirkt auf V' durch i(f)(v) = (f,v) g fiir alle v € V.
Somit ist @(v) = (v, f)g fir alle v € V. Wir suchen somit ein u € V mit der Eigenschaft
<U7f>H: <U7U>V Vv eV.

Eine solche Funktion v ist offenbar durch u = % f gegeben; hierbei beachte man, dass % fev

2 2
gilt, weil Lfl—lzm < % L' (u)-integrierbar ist. Aus der Eindeutigkeitsaussage im Satz von
Riesz-Fréchet folgt sogar, dass dies die einzig mdgliche Wahl fiir w ist.

Zusatzmbemerkung: Es lohnt sich, noch einmal nachzupriifen, worum dieses Ergebnis tat-
séchlich konsistent mit den beiden vorangehenden Teilaufgaben ist. Es gilt ndmlich

1i(Hve =l

f 1
* = = || — < —
14 ||UHV || /*HH— HfHH>

also ist ||i|] < 1. Das tatéchlich ||i|| = 1 gilt kann man (ohne Benutzung der Ergebnisse von
(b) und (c)) sehen, indem man f &hnlich wihlt, wie wir in der Losung von Teilaufgabe (b)
die Funktion g konstruiert hatten.



()

Betrachten Sie nun den Spezialfall H = [?(N). Dann ist m : N — [¢, 00) also eine Folge. Zudem
sei 8 = (B,) C C eine beschriankte Folge. Sei M é/ der zu 8 gehorende Multiplikationoperator
auf V.

Zeigen Sie, dass a : V x V' — C, (u,v) = (M} u,v) eine stetige Sesquilinearform ist und
charakterisieren Sie, wann diese koerziv ist.

Losung: Sei b = ||8]|oo. Fiir u,v € V gilt offenbar |<M[§/u,v>v\ < b|{u, (v| < blu|y|vly < 0.
Also ist a iiberall definiert und stetig. Die Sesquilinearitét ist offensichtlich.

Wir untersuchen nun die Sequilinearform a auf Koerzitivitdt. Es gilt

a ist koerziv

& Ja>0: Rea(u,u)y > allull} YueV

Dies ist offenbar genau dann der Fall wenn inf,, Re 5,, > 0 gilt.

Betrachten Sie den Fall, in dem die Sesquilinearform a aus der vorangehenden Teilaufgabe
koerziv ist. Bestimmen Sie in diesem Fall den zu a assoziierten Operator A auf H.
Losung: Esist D(A) ={zx € V|3Jy € H: a(z,v) = (y,v)g Vv € V} und fiir jedes z € D(A)
gilt Az = y mit dem entsprechenden in der Menge eingefiihrten y (welches, wie in der
Vorlesung gezeigt, eindeutig bestimmt ist).

Nun gilt fiir jedes x € V:

JyeH: alx,v)={y,v)g YWeV
& dJye H: <Ml§/x,v>\/:<y,v>H YveV

& JyeH: Zﬂnxnvnmn =(y,v)g Yw eV
n=1

& JyeH: y=(Bpxnmy).

Damit ist © € D(A) genau dann, wenn (B,z,m,) € H gilt. Nach Voraussetzung ist aber
die Folge 8 beschriankt, und aus der Koerzitivitéit von a folgt nach Teilaufgabe (e), dass
inf, Re 8, > 0 gilt. Insbesondere ist somit inf, |3,] > 0 und damit ist (B,x,m,) € H
aquivalent zu (x,m,) € H.

Insgesamt ist also D(A) ={x € V:am € H} = {x € H : xm € H} (man beachte im iibrigen,
dass V ={z € H : z/m € H} gilt, d.h. D(A) ist im Allgemeinen eine echte Teilmenge von
V). Der Operator A auf D(A) ist (wie an obiger Aquivalenz-Kette erkennt) durch Az = Smax
gegeben, d.h. es ist A = Mp,,.



