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Losungen Halbgruppen und Evolutionsgleichungen: Blatt 11

50. Sei H = L*([0,1]), H' = H*(0,2) und H? = H?(0,1). Zur Erinnerung: Der Sobolev-Riume H'!

und H? sind gegeben durch
H' = {f € C([0,1]) : f besitzt eine schwache Ableitung f’ € H},
H?>={feH':f cH}

Das Skalarprodukt auf H' ist gegeben durch
1
{(u,v) :/ wo+ 't de Vu,v € H.
0

Man kann zeigen, dass H' dicht in H liegt und dass die kanonischen Einbettungen
(HY ) = (H ] - lg) und (HY ] = (C([0,1]), ] []oo)
stetig (sogar kompakt) sind.

Es sei nun b: {0,1} — [0, 00) beliebig. Wir definieren auf H den Laplace-Operator mit Robin-
Nebenbedingungen A; durch

D(Ay) = {u € H?*: 4/(0) = b(0)u(0) und /(1) = —b(1)u(1)}

und Apu = —u” fiir alle u € D(Ap). Unser Ziel ist es, das Evolutionsproblem
(*> dtu( ) ) _Abu’( )
(0, ) = uo(")
fiir ug € D(Ap) auf Wohlgestelltheit zu untersuchen.
(a) Essei

CH'x H' - C, (u,v »—>/ W' dz + (buv)(1) + (buv)(0).

Zeigen Sie, dass a; eine stetige Sesqui-Linearform auf H' ist.

Losung: Die Sesqui-Linearitét kann man leicht nachrechnen. Die Stetigkeit der Abbildung
(u,v) fol u'v’ dz folgt sofort aus der Definition der H!'-Norm und die Stetigkeit der Abbildung
(u,v) = (buw)(1) + (buw)(0) folgt aus der Stetigkeit der Einbettung H! — C([0,1]).

(b) Zeigen Sie, dass a;, H-elliptisch ist.
Losung: Fiir jedes u € H' gilt

Re ay(u, w) + [[ull = [[ull} +b(1)|u(1)[* + b(0)[u(0)[* > ||ulf5-

Also ist a, H-elliptisch.

(¢) Zeigen Sie, dass der zu a; assoziierte Operator A gerade der Operator Ay ist.
Tipp: Die Formel der partiellen Integration gilt auch fir schwache Ableitungen.
Hinweis: Vergessen Sie nicht zu tiberpriifen, ob die Definitionsbereiche tbereinstimmen.

Losung: Sei A der zu ay, assoziierte Operator. Fiir u € H' und y € H gilt

u € D(A) und Au =1y
& YWwe H : a(u,v) = (y,v)n

1 1
& YoeH': /O u’@'dz+(bu@)(1)+(bm)(0):/0 yoda ().



Wenn u € D(Ap) und y = Ayu = —u” ist, dann ist (xx) erfiillt, wie man sofort mit Hilfe
partieller Integration nachpriift.

Wenn umgekehrt (xx) erfiillt ist, dann gilt insbesondere fiir alle ¢ € C$°(0, 1), dass fol u'o dxr =
fol ypdx ist. Also ist v/ schwach differenzierbar mit schwacher Ableitung v = —y € H*.
Da wir nun wissen, dass u € H? ist, kdnnen wir in (**) wiederum partielle Integraton anwenden

und erhalten daraus die Bedingung «'(1)7(1) — «/(0)w(0) + b(1)u(1)T(1) + b(0)u(0)v(0). Da
diese Bedingung fiir alle v € H' erfiillt sein muss, folgt

(1) = =b()u(l) und «'(0) = b(0)u(0).

Also ist u € D(A4p) und Au =y = —u” = Apu.

Zeigen Sie, dass das Evolutionsproblem (x) fiir jeden Startwert ug € D(Ay) eine eindeutige
Losung besitzt.

Losung: Da A, zu einer dicht definierten, vollstdndigen Form a; assoziert ist, ist A, nach

Theorem 14.3 m-sektoriell und somit erzeugt — A, nach Theorem 14.1 eine Cy-Halbgruppe.

Dies zeigt die Behauptung.
Zeigen Sie, dass Ay selbstadjungiert ist.

Losung: Nach Korollar 15.7 miissen wir nur nachrechnen, dass a; symmetrisch ist. Dies ist
aber offensichtlich.

Man kann zeigen, dass A, kompakte Resolvente besitzt. Bestimmen Sie fiir den Fall b(0) =
b(1) = 0 alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A, und berechnen Sie fiir die Startfunktion

up(z) = 22 — 322

die Losung des Evolutionsproblems ().

Losung: Fiir jede Eigenfunktion v von A, mit Eigenwert X gilt —v”" = \v; also ist v stetig
und wir folgern, dass alle Eigenunktionen von A C?-Funktionen sind.

Aufserdem sind alle Eigenwerte A von A, reell, weil A, selbstadjungiert ist. Fiir A < 0 hétte
—v" = \u Lésungen der Form v(x) = ¢; exp(v/—Az) + cg exp(—v/—Ax). Wegen v'(0) = 0 folgt
V=1 —v=Xcg = 0, also ¢; = 3. Wegen v/ (1) = 0 folgt daraus dann ¢;v/—A2sinh(v/—=X\) =0

und schlieRlich co = 0. Damit wére aber u = 0. Also besitzt A keine negativen Eigenvektoren.

Sei als néchstes A = 0. Dann ist u von der Form v(x) = ¢1 +c2x und aus den Randbedingungen
folgt co = 0. Somit ist v(z) = ¢; und Normierung liefert v(z) = 1. Also besitzt A, den
Eigenwert 0 mit zugehdrigem Eigenvektor v = 1.

SchlieRlich sei A > 0. Dann sind alle Losungen der DGl —v” = Av von der Form
v(z) = 1 sin(VAz) + ¢ cos(VAz).
Die Nebenbedingung v’(0) = 0 liefert ¢; = 0 und die zweite Randbedingung v’(1) = 0 liefert

0 = —cysin(vVz).

Dies ist genau dann der Fall, wenn v/A € 7N liegt, also wenn A = 72n? fiir ein n € N gilt.

Wir withlen nach ¢ = v/2, denn dann gilt ||v||2 = 1.

Insgesamt sind die Eigenwerte von A, also gegeben durch A, = 72n? mit n € Ny und die
zugehorigen Eigenfunktionen lauten v, (x) = v/2 cos(mnz) fiir n € N und vy = 1.

Die Evolutionsgleichung () kénnen wir nun dhnlich l6sen wie wir in den Aufgaben 30 und 34
vorgegangen sind:

Man beachte zunachst, dass auch —A; kompakte Resolvente besitzt. Aufierdem besitzt — A,
dieselben Eigenvektoren v,, wie Ay, allerdings zu den Eigenwerten —\,,.

Es bildet {v,,,n € Ng} eine ONB von H und der Hilbertraum-Isomorphismus U : H — [2, der
jedem f € H die Folge seiner Fourierkoeffizienten beziiglich der ONB {v,,n € Ny} zuordnet,
transformiert —A; in einen Multiplikationsoperator, dessen Symbol die Folge (—X\,) der
Eigenwerte von — A, ist. Damit erhalten wir fiir eine beliebige Startfunktion uy € D(Ay) als
Losung des Evolutionsproblem die Funktion

u(t,x) = Z exp(—Ant) (Vn, ug)vn ().

n=0



Fiir unser vorgegebenes ug berechnen wir die Skalarprodukte (v,,, ug):

2 cosz und x> cos x sind gegeben durch

Die Stammfunktionen von x
2 o2 .
/x coszdr = x°sinx + 2x cosx — 2sinx,

/x?’cosxda} =2%sinz + 322 cosz — 6z sinz — 6 cos .

Damit berechnet man fiir n > 1 leicht die Integrale

/Ox 2 cos(mnx) dz = (—1) W,

1
3v2 2(6 —6(—1)"
/ 23 V2 cos(mnz) de = (—1)" V2 + v (=1) )
0 (mn)? (n)*
Zusammen fassen liefert fiur n > 1:
( - 0, falls n gerade
o to) = (2:7‘1/)% falls n ungerade.
AuRerdem berechnet man fiir n = 0 sofort (vg,ug) = —3. Also ist die Lésung unseres
Evolutionsproblems gegeben durch
1 . 24/2
t = —Aot)(—= —Aop_1t) ————Vopy_ =
ults2) = (X)) + 3 expl(Aanmat) o v 0
1 X 48exp(—m2(2n — 1)3t)
=-3 Z (r2n — 1)) cos(m(2n — 1)x).
n=1

51. Sei H = 12, sei ¢ > 0, (my) C [¢,00) eine Folge und sei v : P(N) — [0,00) das Maf mit der
Eigenschaft dv = m d# (wobei # das Z&hlmak auf N bezeichnet).

Wir setzen V = L?(N,P(N),r). Dann wissen wir aus Aufgabe 49 (a), dass V eine dichte Teil-
menge von H ist. Aulerdem sei § = (8,) C C eine beschrankte Folge, M/y der zu 8 gehorende

Multiplikationsoperator auf V und a(u,v) = <M[§/u, v)y fiir alle u,v € V.

(a)

Aus Aufgabe 49 (e) wissen wir, dass a eine stetige Sesqui-Linearform auf V' ist; wir haben
dort aufserdem charakterisiert, wann a koerziv ist.
Zeigen Sie nun: Es ist a genau dann H-elliptisch, wenn es ein w € R gibt, so dass

inf(Re B + —) >0
n My,
gilt.

Losung: Es ist a genau dann H-elliptisch, wenn es es a > 0 und ein w € R gibt, so dass fiir
jedes u € V' die Abschétzung

oo

o0 oo
ZRe6n|un|2mn +w Z un|? > az [unl? + my,

n=1 n=1

o0
)|un|2mn > O‘Z |un‘2mn

n=1

3
Il
—

w

< (Re B, +
m

K

n

3
Il
—

gilt. Die letzte Abschitzung gilt genau dann fiir alle v € V', wenn es inf,, (Re 8, + ;=) > 0
gilt.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine unbeschriinkte Folge (m,) C [¢,o0) und eine beschrinkte
Folge = (8,) C (0,00), so dass die Sesquilinearform a nicht H-elliptisch ist.

Loésung: Man wéhle beispielsweise m,, = n und 3, = % fiir alle n € N. Dann gilt offenbar
flir jedes w € R, dass

inf(Re B + ——) = inf(— +
n m

n non

also ist a laut Teilaufgabe (a) nicht H-elliptisch.



(c)

Finden Sie ein Beispiel fiir eine unbeschréankte Folge (m,) C [c,00) und eine Folge § = (3%)
(Brn) C (0,00) mit inf 8,, = 0, so dass die Sesquilinearform a H-elliptisch ist.

Loésung: Wir setzen beispielsweise

1, falls n gerade
my, =
n, falls n ungerade

und

5, = %, falls n gerade
" falls n ungerade '

Dann gilt fiir w = 1 und fiir jedes n € N, dass Re 3, + %= > 1 ist und es folgt

inf(Re B + —)>1> 0.
n m

n

Also ist a H-elliptisch nach Teilaufgabe (a).



