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Ubungen Halbgruppen und Evolutionsgleichungen: Blatt 1

6.

Sei 1? = [?(N). Fiir jedes t > 0 und jedes z = (z,,) € [% sei T(t)x = (e "'x,,) € I?. Zeigen Sie, dass  (5)
(T(t))+>0 eine stark stetige Halbgruppe auf /2 ist.

Tipp fir die starke Stetigkeit: Zeigen Sie, dass ||T'(t)|| auf einer Umgebung von t = 0 beschrankt ist
und zeigen Sie lim;_,o T'(t)x = z fir alle x € coo := {(x,) CC: Ing € N: z, =0Vn > ng}. Dann
folgt die Behauptung aus einem Satz in der Vorlesung.

Betrachten Sie den Funktionenraum
Co(R) := {f : R — C stetig mit lirf f(z) =0}
xr—r oo

Zusammen mit der Supremumsnorm wird dieser Raum zu einem Banachraum.
Fiir jedes ¢t > 0 und jedes f € Co(R) sei T'(t)f = f(t + ) € Co(R).

(a) Zeigen Sie, dass (T'(t));>0 eine stark stetige Halbgruppe auf Cy(R) ist (die sogenannte (4)
Links-Translations-Halbgruppe).

Tipp fiir die starke Stetigkeit: Zeigen Sie zundchst, dass alle Funktionen f € Cy(R) gleichmdifig
stetig sind.

(b) Zeigen Sie, dass T'(¢) fiir t — 0 nicht in Operatornorm gegen I konvergiert. (2)

Sei X ein Banachraum und seien A : D(A) — X, B : D(B) — X lineare Operatoren auf X. Zeigen

Sie:
(a) Ist p(A) # 0, so ist A abgeschlossen. (2)
(b) Ist AC B und p(A)Np(B) #0, so gilt A= B. (2)

Sei X = L'(R) der Raum aller komplexwertigen, Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf R (modulo
f.i.-Gleicheit). Fir f,g € X definieren wir das Faltungsprodukt f x g € X durch

(f*xg)(x /fx— y)dy fur fast alle z € R.

Aufserdem definieren wir fiir jedes f € X den Faltungsoperator Cy : X — X, g — fxg.
(a) Zeigen Sie: Fir f,¢g € X ist tatséchlich auch fx g € X. Auberdem ist My € £(X) mit (2%)
Operatornorm ||Cy|| < ||f||1, wobei || - ||; die 1-Norm auf X = L'(R) bezeichnet.
(b) Sei (6,) C X eine Folge von nicht negativen Funktionen mit ||0,]|1 = 1, sodass fiir jedes  (4%)
a > 0 die Bedingung fl (r)dx — 0 (fiir n — oo) erfiillt ist (eine solche Folge (dy,)
nennt man auch Dlrac-Folge)

x\>a

Zeigen Sie zunéchst fiir jedes stetige f € X mit kompaktem Tréger und anschlieffend fiir jedes
f e X, dass f*d, — f in X. Folgern Sie daraus: Fiir jedes f € X gilt sogar ||Cy|| = || f]]1-

(¢c) Fiir jedes t > 0 sei die Funktion k; € X durch ki (x) = \/ﬁ exp (—%) gegeben. Wir setzen  (5)

nun 7'(0) = I und T'(t) = Cy, fiir ¢ > 0. Zeigen Sie mit Hilfe der vorangehenden Teilaufgaben,
dass (T'(t));>0 eine stark stetige Halbgruppe auf X ist und dass ||T'(¢)|| = 1 fiir jedes t > 0
gilt.

Hinweis: Sie diirfen ohne Beweis verwenden, dass die Faltung assoziativ und kommutativ ist.



10. Sei X = C2 Den Raum £(X) identifizieren wir mit dem Raum aller komplexen 2 x 2-Matrizen. (2*)
Finden Sie eine Abbildung Ry — £(X), die zwar die beiden Halbgruppengesetze

o T(s+1t)=T(s)T(¢t) fur alle s, > 0,
o T(0)=1

erfiillt, die aber nicht stark stetig ist.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss13/halbgr.html




