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Ubungen Halbgruppen und Evolutionsgleichungen: Blatt 7

35. Sei X ein komplexer Banachraum und 7' € £(X). Sei U D o(T") offen und f : U — C holomorph.
(a) Beweisen Sie den Spektralen Abbildungssatz fiir den holomorphen Funktionalkalkiil: o(f (7)) =
f(a(T)).
Tipp fir die Inklusion ,,D% : Definieren Sie fir festes p € o(T) eine holomorphe Funktion

fw)—f)
o) = s falls A
f/(N), fallsA=p

und zeigen Sie, dass (u—T)g(T) = g(T)(p—T) = f(u) — f(T) gilt.
(b) SeipepA)undr,:C\{u} =C, A #—i)\ Zeigen Sie, dass r,(T) = R(p, T) gilt.
Bemerkung: Dies zeigt ibrigens, dass der Spektrale Abbildungssatz fiir Resolventen ein Spezi-

allfall des Spektralen Abbildungssatzes fiir den holomorphen Funktionalkalkil ist.

() SeinunV O f(o(R)) offen und g : V' — C holomorph. Dann ist f~!(V') eine offene Teilmenge
von U, die ebenfalls ganz o(T') enthélt. Wir bezeichnen die Einschrankung von f auf die
Menge f~1(V) wieder mit f.

Zeigen Sie: (go f)(T) = g(f(T)).

Tipp: Zeigen Sie ihnlich wie in Teilaufgabe (b), dass fir € p(f(T)) und 7, : C\ f~*({u}) =
C, A= m die Gleichheit 7,(T) = R(p, f(T)) gilt. Dadurch konnen Sie in der Inte-
graldarstellung von g(f(T)) die Resolvente R(\, f(T)) durch ein weiteres Kurvenintegral
ersetzen.

36. Sei X ein komplexer Banachraum und sei (T'(t)):>0 eine Cp-Halbgruppe auf X mit Generator A.
Zeigen Sie: Wenn (T'(t));>0 norm-stetig ist, dann gilt s(A) = w(T).
Tipp: Verwenden Sie den Spektralen Abbildungssatz fiir den holomorphen Funktionalkalkil und die
Formel r(T) = lim,, o |[T"||% fiir den Spektralradius r(T) eines Operators T € L(X).

37. Sei H ein Hilbertraum und A ein selbst-adjungierter Operator auf H mit der Eigenschaft o(A) C
(—00,0].
(a) Zeigen Sie, dass A sektoriell vom Winkel 7 ist.

(b)  Sei nun H = [? und sei a = () C (—00,0] eine Folge negativer Zahlen. Berechnen Sie fiir
z€Xz =Crundz € 12 das Integral

1
— / AR\, M)z dA
2mi J,
(fiir eine Kurve  wie in Definition 10.7).

38. Finden Sie ein Beispiel fiir einen komplexen Banachraum X und einen Operator A auf X, der
sektoriell vom Winkel 7 ist, dessen erzeugte Halbgruppe aber nicht sektoriell kontrativ vom Winkel
s

1 ist.

Tipp: Solche Beispiele gibt es bereits auf X = C2.

39. Gilt ein Spektraler Abbildungssatz fiir das Punktspektrum fiir den holomorphen Funktionalkalkiil?

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss13/halbgr.html




