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50.

51.

Sei H = L?([0,1]), H' = H'(0,2) und H? = H?(0,1). Zur Erinnerung: Der Sobolev-Riume H'!
und H? sind gegeben durch
H' = {f € C([0,1]) : f besitzt eine schwache Ableitung f’ € H},
H*={feH":f eHY}

Das Skalarprodukt auf H' ist gegeben durch
1
(u, v) g :/ uv +u'v' dz Yu,v € H.
0

Man kann zeigen, dass H' dicht in H liegt und dass die kanonischen Einbettungen
(HY [ ) = (H )] |lg) und - (HY ] 1< (C[0,2]), 1] lo)
stetig (sogar kompakt) sind.

Es sei nun b : {0,1} — [0, 00) beliebig. Wir definieren auf H den Laplace-Operator mit Robin-
Nebenbedingungen A; durch

D(Ay) = {u € H*: v/ (0) = b(0)u(0) und /(1) = —b(1)u(1)}

und Apu = —u” fiir alle u € D(Ap). Unser Ziel ist es, das Evolutionsproblem

[t = At )
”{(0»: o)

fiir ug € D(A;) auf Wohlgestelltheit zu untersuchen.
(a) Essei

ap: H* x H' = C, (u,v »—>/ v dz + (buv)(1) + (buv)(0).

Zeigen Sie, dass ay eine stetige Sesqui-Linearform auf H' ist.

(b) Zeigen Sie, dass a, H-elliptisch ist.

(¢) Zeigen Sie, dass der zu a; assoziierte Operator A gerade der Operator Ay ist.
Tipp: Die Formel der partiellen Integration gilt auch fir schwache Ableitungen.
Hinweis: Vergessen Sie nicht zu tberprifen, ob die Definitionsbereiche tibereinstimmen.

(d) Zeigen Sie, dass das Evolutionsproblem (x) fiir jeden Startwert ug € D(Ay) eine eindeutige
Losung besitzt.

(e) Zeigen Sie, dass A selbstadjungiert ist.
(f) Man kann zeigen, dass A, kompakte Resolvente besitzt. Bestimmen Sie fiir den Fall 5(0) =
b(1) = 0 alle Eigenwerte und Eigenvektoren von A, und berechnen Sie fiir die Startfunktion

ug(z) = 223 — 322

die Losung des Evolutionsproblems ().

Sei H = (2, sei ¢ > 0, (m,) C [c,00) eine Folge und sei v : P(N) — [0,00) das MaR mit der
Eigenschaft dv = m d# (wobei # das Z&hlmaf auf N bezeichnet).

Wir setzen V = L?(N,P(N),v). Dann wissen wir aus Aufgabe 49 (a), dass V eine dichte Teil-
menge von H ist. Aufierdem sei § = (3,,) C C eine beschrinkte Folge, Mg/ der zu 8 gehorende
Multiplikationsoperator auf V und a(u,v) = (Mé/u, v)y fiir alle u,v € V.
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(a)

Aus Aufgabe 49 (e) wissen wir, dass a eine stetige Sesqui-Linearform auf V' ist; wir haben
dort aufserdem charakterisiert, wann a koerziv ist.

Zeigen Sie nun: Es ist a genau dann H-elliptisch, wenn es ein w € R gibt, so dass

inf(Re By + —) > 0
n m

gilt.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine unbeschriankte Folge (m,) C [¢,00) und eine beschrankte
Folge 8 = (8,) C (0,00), so dass die Sesquilinearform a nicht H-elliptisch ist.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine unbeschrinkte Folge (m,) C [c,00) und eine Folge § =
(Br) C (0,00) mit inf 8,, = 0, so dass die Sesquilinearform a H-elliptisch ist.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss13/halbgr.html
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