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18. Essei coo(N,R) die Menge aller abbrechenden reellwertigen Folgen mit dem Skalarprodukt (3%)
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Dass es sich um ein Skalarprodukt handelt, muss nicht gezeigt werden. Weiter sei K := {x € coo(N,R) : D22, o> }
Zeigen Sie: K ist eine abgeschlossene, konvexe Menge von c”?(N,R) aber es gibt in K kein Element
mit minimaler Norm. Insbesondere ist (N, R) beziiglich dieses Skalarproduktes kein Hilbertraum.

Loésungsvorschlag: Es sei T : ¢go(N,R) — R definiert durch

(1)

Nun ist K = T7!([1,00)). K ist damit abgeschlossen, weil [1, 00) abgeschlossen ist und Urbilder
abgeschlossener Mengen unter stetigen Funktionen abgeschlossen sind. Nun zur Konvexitét: Seien
x,y € K. Wir zeigen tz + (1 — t)y € K. Dazu berechnen wir

Ttz + (1 —t)y) =tT(z)+ (1 -0)T(y) >t+(1—1t) =1. (3)

Daraus folgt tz + (1 —t)y € T~([1,00)) = K. Nun nehmen wir an x € K hat minimale Norm und
definiere d := ||z||. Setze jetzt

k{xeeQ(N,R);i?y} (4)

Analog zu oben kann man zeigen, dass K abgeschlossen und konvex ist. Der Unterschied: K ist eine
Teilmenge eines Hilbertraumes! Nach Aufgabe 17 a) hat damit K ein Element Yy E K minimaler
Norm. Untersuchen wir mal die Norm von y
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Finden wir nun ein Element z € K sodass ||z|| = 1/ £ so muss gelten z = y wegen der Eindeutigkeit
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und der Tatsache, dass dann z minimale Norm haben muss. Ein solches z gibt es:
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Es gilt, dass z € IN{, denn
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womit z wirklich minimale Norm hat. Beobachten wir nun, dass K C K und deswegen
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Wiirde diese Ungleichung mit Gleichheit erfiillt sein, so wire wegen der Eindeutigkeit z = x, was
aber nicht sein kann, weil z € coo(N,R) weil z niemals abbricht. Diesen Widerspruch wollen wir
erzeugen. Daflir zeigen wir also die Gleichheit

inf [l = /= (10)
Definiere dafiir (u(™) durch
1
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u = T P (11)
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Es ist leicht zu sehen, dass (™ € K und
n 1
] = ———— (12
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inf [lu] € — e (13)
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Da die rechte Seite fiir n — oo gegegn 1/% strebt, ist die Gleichheit oben gezeigt ( die andere
Ungleichung folgt néimlich schon mit den obigen Uberlegungen )

Die kommende Aufgabe beschiftigt sich mit dem Satz von Fischer-Riesz.
Es sei H ein Hilbertraum mit Orthonormalbasis F. Es sei J die Abbildung aus dem Satz von
Fischer-Riesz Sei T': H — H linear und stetig. Dann kommutiert das folgende Diagramm:

H—T _H

?(E,K) — (*(E,K
(E,K) — ((E,K)

Sei nun H = L?([0,1],C). Sei m € C°([0,1],C) und T : H — H,T(f)(x) = m(x)f(z). Berechnen
Sie JTJ ey fiir alle f € E, wobei e das Element von ¢?(FE,K) ist, was nur an der f-ten Stelle
eine 1 und sonst nur Nullen hat. Bemerkung: In einem gewissen Sinne berechnet man hier eine
verallgemeinerte Matrixdarstellung des Operators T beziiglich der Orthonormalbasis F.

Loésungsvorschlag:

JTT ep = JT(f) = Jnf) = (g, mf)) e = ( Jasm dm)

Z /?fm dx eg (14)
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Warum berechnet das eine Art Matrixdarstellung ? Sei T : R™ — R” und B = (ey, es, ..., €,) eine
ONB. Dann ist die Darstellungsmatrix A von T gegeben durch

T(ei) =Y ariex. (15)
k=1

und ay ; = (ex, T'(e;)) In unserer Situation, falls T € L(H), ist

JTJ ep) = Z ag,r€q (16)
geE

wobei ag 5 = (9,T(f))-
Man bemerke die Parallelen.
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