. Prof. Dr. Rico Zacher
UNIVERSITAT ULM Dr. Jochen Gliick

AT Wintersemester 2017/18
Abgabe: Mittwoch, 06.12.2017 Punktzahl: 20-7%

Ubungen Maftheorie: Blatt 7

19.

20.

21.

22,

In jeder der folgenden Teilaufgaben ist jeweils ein Makraum (2, A, 1) und eine Funktion f:Q — R
gegeben. Entscheiden Sie jeweils, ob f integrierbar ist und bestimmen Sie gegebenenfalls das Integral
Jo £ dp.
(a) Essei (Q,A, 1) = (N,P(N), ), wobei p das ZihlmaR bezeichne, und es sei f(n) = L fiir alle
n € N.
(b) Es sei (2,4, ) = (N, P(N), 1), wobei p das Z&hlmaR bezeichne, und es sei f(n) = (—1)"<
fiir alle n € N.

(¢) Essei (Q,A,u) =(N,P(N),u), wobei p durch pu(A4) =5 L fiir alle A C N gegeben sei.

n€eA n
Zudem sei f(n) = L fiir alle n € N.
(d) Essei (2, A4, u) =(R,B(R),d_1), wobei §_; das Dirac-Maf im Punkt —1 bezeichne, und es
sei f(z) =e® — 1 fir alle z € R.

(e) Essei (Q,4,u) = ([1,00),B([1,00)),A), wobei A das Lebesgue-Maf bezeichne, und es sei
f(z) =1L fiir alle z € [1, 00).

Tz

Tipp: Versuchen Sie f durch eine Funktion abzuschdtzen, deren Integral Sie berechnen kénnen.

Es sei [0, 1] mit der Borel-o-Algebra und mit dem Lebesgue-Maft A versehen.
(a) Zeigen Sie, dass jede stetige Funktion g : [0,1] — R integrierbar ist.

Wir definieren nun eine Funktion f : [0,1] — R durch f(z) = > 07 nr+1 fir alle z € [0,1].

(b) Zeigen Sie, dass f messbar ist.
(c) Berechnen Sie f[o,u fd

Hinweis: Sei diirfen ohne Beweis verwenden, dass fir jede stetige Funktion g :[0,1] — R das
Integral f[o 19 dX\ mit dem Riemann-Integral von g tber [0,1] Gbereinstimmdt.

Es sei [0,1] mit der Borel-o-Algebra und mit dem Lebesgue-Maf A\ versehen. Fiir jedes n € N
definieren wir eine Funktion f, : [0,1] — R durch

I = nlg, 1y, falls n ungerade ist,
"o, falls n gerade ist.

Berechnen Sie, falls existent, die Zahlen lim,, f[ frn dX\ und f[oAl} lim,, o0 fro dA.

0,1]

Seien (1, .4;) und (92, A2) messbare Rdume, sei p1 : A3 — [0, 00] ein Maf und sei ¢ : 1 — Qo
eine messbare Abbildung. Es bezeichne ¢(u1) : Az — [0, 00| das Bildmaf von p; unter .

Sei f: Qy — R integrierbar. Zeigen Sie: Es ist f o ¢ : Q1 — R ebenfalls integrierbar und es gilt
Jo, Fde(u) = [, fopdu.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws17/massth/
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