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32. Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum und für jedes n ∈ N sei fn ∈ M(Ω,A) eine reell-wertige, wesentlich
beschränkte Funktion. Zudem sei (fn)n∈N eine Cauchy-Folge bzgl. der ‖ · ‖∞-Norm.

(a) Zeigen Sie: Es gibt eine wesentlich beschränkte Funktion f ∈M(Ω,A) derart, dass (fn)n∈N (5)
µ-fast überall gegen f konvergiert.

(b) Sei f die Funktion aus (a). Zeigen Sie, dass (fn)n∈N sogar bzgl. der ‖ · ‖∞-Norm gegen f (4)
konvergiert.

(c) Zeigen Sie, dass L∞(Ω,A, µ) ein Banachraum ist. (1)

33. Sei (Ω,A, µ) ein Wahrscheinlichskeitsraum, d.h. ein Maßraum mit µ(Ω) = 1, und sei ϕ : R → R
konvex, d.h. es gelte ϕ(λx+ (1−λ)y) ≤ λϕ(x) + (1−λ)ϕ(y) für alle x, y ∈ R und alle λ ∈ [0, 1].

(a) Zeigen Sie, dass für alle reellen Zahlen s,m, t ∈ R mit s < m < t die Ungleichung (3)

ϕ(m)− ϕ(s)

m− s
≤ ϕ(t)− ϕ(m)

t−m

gilt.

(b) Sei m ∈ R fest. Zeigen Sie, dass es ein α ∈ R gibt derart, dass ϕ(t) ≥ ϕ(m) + α(t−m) für (3)
alle t ∈ R gilt.

(c) Es sei f ∈ L1(Ω,A, µ) und es gelte auch ϕ ◦ f ∈ L1(Ω,A, µ). Zeigen Sie die Ungleichung (4)

ϕ(

∫
Ω

f dµ) ≤
∫

Ω

ϕ ◦ f dµ.
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