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34. Sei (Ω,A, µ) ein Maßraum.
(a) Sei f ∈ L1(Ω,A, µ). Zeigen Sie: Es gilt fast überall f = 0 genau dann, wenn

∫
A
f dµ = 0 für (3)

alle A ∈ A gilt.

Sei nun E ⊆ A ein durchschnitts-stabiler Erzeuger von A und es gebe eine Folge (En)n∈N ⊆ E mit⋃
n∈NEn = Ω. Seien f, g ∈ L1(Ω,A, µ) und es gelte

∫
E
f dµ =

∫
E
g dµ für alle E ∈ E .

(b) Zeigen Sie, dass fast überall f = g gilt, falls fast überall f ≥ 0 und g ≥ 0 gilt. (4)
Tipp: Betrachten Sie die beiden Maße f � µ und g � µ (vgl. Korollar 3.16).

(c) Sei h ∈ L1(Ω,A, µ) und es gelte
∫
E
h dµ = 0 für alle E ∈ E . Zeigen Sie, dass fast überall (2)

h = 0 gilt.
Tipp: Betrachten Sie die beiden Funktionen |h| und h+ |h|.

(d) Zeigen Sie, dass fast überall f = g gilt. (1)

35. Sei (Ω,A, µ) ein endlicher Maßraum. Wie in Bemerkung 6.15(v) setzen wir M(Ω,A) := {[f ] : f :
Ω→ R messbar}. Zudem definieren wir

d([f ], [g]) =

∫
Ω

|f − g|
1 + |f − g|

dµ für alle [f ], [g] ∈M(Ω,A).

(a) Zeigen Sie, dass d([f ], [g]) ∈ [0,∞) für alle [f ], [g] ∈M(Ω,A) gilt. (1)

(b) Zeigen Sie, dass d eine Metrik auf M(Ω,A) ist. (5)

(c) Sei [f ] ∈M(Ω,A) und sei ([fn])n∈N eine Folge in M(Ω,A). Zeigen Sie, dass die Folge (fn)n∈N (4)
genau dann im Maß gegen f konvergiert, wenn die Folge ([fn])n∈N bezüglich d gegen [f ]
konvergiert.
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