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39. Seien (Ω1,A1) und (Ω2,A2) messbare Räume. Für jedes j ∈ {1, 2} sei Ej ⊆ Aj ein Erzeuger der (9)
σ-Algebra Aj . Zudem gebe es für jedes j ∈ {1, 2} eine Folge von Mengen (E

(j)
n )n∈N ⊆ Ej mit der

Eigenschaft
⋃

n∈NE
(j)
n = Ωj .

Zeigen Sie, dass σ(E1 × E2) = A1 ⊗A2 gilt (wobei wir E1 × E2 := {E1 × E2 : E1 ∈ E1, E2 ∈ E2}
setzen).

Hinweis: Es ist sehr hilfreich der Reihe nach die folgenden Aussagen zu beweisen:

(i) Für jedes A1 ∈ E1 ist das Mengensystem BA1
:= {A2 ∈ A2 : A1 × A2 ∈ σ(E1 × E2)} eine

σ-Algebra auf Ω2.

(ii) Das Mengensystem BΩ1
:= {A2 ∈ A2 : Ω1 ×A2 ∈ σ(E1 × E2)} ist eine σ-Algebra auf Ω2.

(iii) Für jedes A2 ∈ A2 ist das Mengensystem CA2 := {A1 ∈ A1 : A1 × A2 ∈ σ(E1 × E2)} eine
σ-Algebra auf Ω1.

40. Für jedes k ∈ N bezeichne λk : B(Rk)→ [0,∞] das k-dimensionale Lebesgue-Maß. (4)

Seien m,n ∈ N. Zeigen Sie, dass B(Rm)⊗ B(Rn) = B(Rm+n) und λm ⊗ λn = λm+n gilt.

41. Sei f : R2 → R durch f(x, y) = e−x|y| y
1+y21[0,∞)(x)1[−1,∞)(y) gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass f ∈ L1(R2,B(R2), λ2) gilt. (4)

(b) Berechnen Sie
∫
R
∫
R f(x, y) dλ1(y) dλ1(x). (3)
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