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Übungen Dynamische Systeme : Serie 11

1. In G = R2 \ {0} wird das folgende System betrachtet:ẋ = −x
(√

x2 + y2 − 1
)3
− y

(√
x2 + y2 − 1

)2
,

ẏ = −y
(√

x2 + y2 − 1
)3

+ x
(√

x2 + y2 − 1
)2

.
(A)

Man kann zeigen, dass (A) in Polarkoordinaten die Gestalt{
ṙ = −r(r − 1)3,

ϕ̇ = (r − 1)2,
(B)

besitzt.
(a) Bestimmen Sie alle Equilibria in G und diskutieren Sie für eine beliebige Lösung das

Verhalten von r(t) für t→∞. (2)

(b) Leiten Sie mittels Separation der Variablen eine Formel für ϕ in Abhängigkeit von r
her und diskutieren Sie das Verhalten von ϕ(t) für t→∞. (2)

(c) Sei (x(t), y(t)) eine beliebige Lösung von (A) in G. Bestimmen Sie deren ω−Limesmenge.
Kann die Lösung für t→∞ konvergieren? (1)

2. Betrachtet wird in G = R2 das System{
ẋ = y + x2 − 1

4x(y − 1 + 2x2),

ẏ = −2(1 + y)x.
(C)

(a) Bestimmen Sie alle Equilibria von (C).
Tipp: Der Punkt (1,−1) ist ein Equilibrium. (1)

(b) Zeigen Sie, dass die Mengen {(x, y) ∈ R2 : y = −1} und {(x, y) ∈ R2 : y = 1− 2x2}
invariant sind.
Tipp: Verwenden Sie die Subtangentialbedingung für die zweite Menge. (1)

(c) Sei Ω = {(x, y) ∈ R2 : −1 < y < 1− 2x2}. Zeigen Sie, dass Ω invariant ist. (1)

(d) Überprüfen Sie, dass V (x, y) = −x2(1 + y)− y2

2 eine strikte Ljapunov-Funktion für
(C) in Ω ist. (1)

(e) Untersuchen Sie mit Hilfe der Ljapunov-Funktion V die Stabilität des Equilibriums
(0, 0). Für welche Anfangswerte (x0, y0) ∈ Ω konvergiert die zugehörige Lösung von
(C) gegen den Punkt (0, 0) für t→∞? (1)

Übungsblätter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws14/dynsys.html


