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Tutoriumsaufgaben

Bestimme und klassifiziere die kritischen Punkte der Funktion f : R? — R, gegeben
durch f(z,y) = (22 + 2y?)e~ @),

Im folgenden sei U C R? offen und f € C%(U). Beweise oder Widerlege:
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Ist g eine lokale Maximumstelle von f, so ist Hf(x) negativ definit.

Ist K kompakt, K C U und zp € K derart, dass f(xo) = sup{f(z) : = € K}, so ist
f'(zo) = 0.

Ist 2o keine Extremstelle von f, so ist Hy(xg) indefinit.

Ist O fiir alle v € R%\ {0} eine lokale Minimumstelle von ¢, : t — f(zo-+tv) mit ¢!(0) > 0,
so ist xg eine lokale Minimumstelle von f.

Hausaufgaben

(Wérmeleitungsgleichung)
Es sei u: (0,00) x RY — R definiert durch

d
1
u(t,z) == t_gexp( ~u Zx?) .

j=1
Zeige, dass u die Warmeleitungsgleichung 16st, d.h. zeige, dass

%(t,x) = Aqu(t,z) firallet >0,z e R?.

(Wellengleichung)

Es sei f € C?(R), w € R? und definiere die Funktion u : R x RY — R durch u(t,z) =
f(w-z—|w(t), wobei |w]| die euklidische Norm von w und w-z das euklidische Skalarprodukt
von w und x ist. Zeige, dass u die Wellengleichung 16st, d.h. zeige, dass

d%u

w(t,x) = Ayu(t,z) firallet € R, z € RY.

(Methode des steilsten Abstiegs, engl.: Method of steepest descend)

Es sei f stetig differenzierbar. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass f'(z) = Vf(z) in
die Richtung des steilsten Anstiegs von f an der Stelle x zeigt. Dementsprechend zeigt
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—V f(x) in die Richtung des steilsten Abstiegs. Ist nun eine Minimumstelle von f gesucht,
so erscheint folgender Algorithmus plausibel:

Ausgehend von einem Startwert xg, gehe ein Stiick (dessen Linge noch zu bestimmen ist)
in die Richtung des steilsten Abstiegs. Man kommt an eine Stelle 1, von der aus man
wieder ein Stiick in die Richtung des steilsten Abstiegs geht. Dies wird nun iteriert, d.h.
man definiert induktiv z,4+1 := x, — o f'(xy,), wobei oy, die sog. Schrittweite ist.

Auf diese Art und Weise sollte man sich immer mehr einer Minimumstelle néhren.

In dieser Aufgabe geben wir ein Beispiel, dass dies Verfahren tatsédchlich zum Ziel fiihren
kann.

Es sei A € R4 eine symmetrische, positiv definite Matrix und b € R?. Wir wollen das

Gleichungssystem Az = b l6sen.

(a) Essei f(z) = 2(A71(Az — b), Az — b) = L(Az,z) — (b,x) + 1(Ab,b). Zeige, dass
Az* = b genau dann, wenn f(z*) < f(z) fiir alle 2z € R

Nun wenden wir obiges Verfahren an. Es ist f'(z) = Ax — b. Gegeben einen Startwert xo,
definieren wir induktiv

Tna1 = Ty — onf(xn) = 2y — op(Azp, — b) .

Wir setzen abkiirzend d,, := b— Az, (sodass x,+1 = x,+0,d,) und wihlen (aus Griinden

2
die wir hier nicht weiter erldutern) o, := 0 Jj" ”d ) falls d,, # 0 und oy, := 0 sonst.

(b) Zeige, dass f(xn4+1) < f(z,,) und dass dies eine strikte Ungleichung ist, aufler wenn
dp, =0 (d.h. Az, = b, also x,, schon unsere gesuchte Minimumstelle ist).

(c) Schlussfolgere aus (b), dass die Folge (z,,) beschrénkt ist.
Hinweis: Zeige zunichst: Ist Ao der kleinste Eigenwert von A, so ist f(z) > Xollz||®> — ||b]| - ||z +
1(Ab,b).

(d) Zeige, dass z, gegen die Minimumstelle von f (also die Losung von Ax = b!) kon-
vergiert.

Hinweis: Kompaktheit und Haarspalter-Lemma)

Es sei f: (0,00) — R gegeben durch f(z,y) = a¥(:= e¥1°87),

(a) Bestimme alle partiellen Ableitungen von f bis zur dritten Ordnung.
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(b) Berechne néhrungsweise 1,0 mit einem Fehler kleiner als 1074

Hinweis: Taylorentwicklung!

Die Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen sind unter folgender Adresse verfiighar:

http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss11/ana2.html
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