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10. Parabolische Gleichungen auf R mit konstanten Koeffizienten und die Black-Scholes-

Gleichung: Sei T > 0, a > 0, 3, v, A und @ in R und w(t,z) := e e u(at,x) fiir
u € CH2((0,7) x R). Eine Funktion v in C([0,7) x R) bzw. C(R) heift ewxponentiell
beschrinkt, falls es Konstanten A und ¢ mit |v(t,z)| < Aed® fiir alle (t,x) € [0,T) x R
bzw. |v(z)| < Aell fiir alle 2 € R gibt. Eine Funktion auf [0,7") x (0,00) heikt polyno-
miell beschrankt, falls es Konstanten A und ¢ gibt, fiir die |v(t, z)| < Az€ fiir £ > 1 und
|u(t,x)| < Az~¢ fiir z € (0,1) gilt. In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Warmeleitungs-
gleichung

v e CH2((0,aT) x R)NC([0,aT) x R)

vy = Vg auf (0,07) X R

v(0,2) = vo(x) fir z € R

fiir jede exponentiell beschriankte Funktion vy € C(R) genau eine exponentiell beschrénkte
Losung v besitzt. In diesem Fall ist v durch

1 2
it /Rexp(—it)vo(x —y)dy

v(t,z) =

gegeben.
(a) Zeige, dass genau dann uy = g, gilt, wenn w; = awg, — 2a0w, + (aa® — \w gilt!
(b) Zeige, dass u genau dann exponentiell beschrankt ist, wenn w exponentiell beschrankt
ist!

(c) Zeige, dass es fiir eine exponentiell beschrankte Funktion vy € C(R) genau eine
Losung des Problems

ve CL2((0,T) x R)NC([0,T) x R)
UVt = Qg + Pug + v auf (0,7) x R
v(0,z) = vo(x) fir x € R
gibt, und finde eine explizite Losungsformel!
(d) Zeige, dass V (t,z) := v(T —t,log x) genau dann eine polynomiell beschrinkte Losung
des Endwertproblems
V e CH2((0,T) x (0,00)) N C([0,T) x (0,00))
0=V, +ar*Vy, + (a+ B2V, ++V auf (0,T) x (0, 00)
V(T,z) = vo(log x) fir z € (0,00)
ist, wenn v eine exponentiell beschrinkte Losung der Gleichung des vorigen Aufgaben-

teils ist! Das Problem hat also genau eine polynomiell beschrankte Losung.

(e) Leite die in der Vorlesung angegebene explizite Losungsformel fiir die eindeutige
polynomiell beschrénkte Losung der Black-Scholes-Gleichung

Ve CH*((0,T) x (0,00)) N C([0,T) x (0, 00))
0= Vi + S Ve + raVy — rV auf (0,T) x (0, 0)
V(T,r) = (z — K)" fiir z € (0,00)

fiir Parameter o > 0, K > 0 und r € R her!
Erinnerung: y* := max{y, 0}.



11.

12.

Sei (a,b) ein Intervall in R, (¢,d) C (a,b) ein Teilintervall und f € H'(a,b). Zeige, dass
die Einschrinkung g := f|(.,q) in H'(c,d) liegt und ¢’ = f'le,a erfillt!

Sei (a,b) ein Intervall in R und @ = a1 < by = aa < bg = a3 < -+ < b, = b eine
Partition von [a, b] in n € IN Teilintervalle. Wie {iblich identifizieren wir in dieser Aufgabe
Funktionen in H!(a,b) mit ihrem stetigen Reprisentanten auf [a,b]. Fiir i = 1,...,n sei

fi eine Funktion in H'(a;,b;) und es gelte f;(a;) = fi_1(b;i—1) fiir i = 2,...,n. Zeige, dass
f(x):= fi(z), x € [a;, b;], eine Funktion f € H'(a,b) definiert!

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/pde.html




