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Losungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 5

Sei (a,b) ein reelles Intervall. Wie auch sonst immer werden auch fiir die
Aufgaben auf diesem Blatt Funktionen in H'(a,b) stets mit ihrem stetigen
Repréisentanten identifiziert.

13. Zeige:
(a) Jede Funktion in H'(a,b) ist Holder-stetig. Genauer: Es gilt

@) = FOI < Il @z =9I

fiir alle f € H'(a,b) und alle z,y € [a, b].
Bonusaufgabe: Fiir f € H'(a,b) gibt zu jedem € > 0 ein § > 0 mit

1f(x) — f(y)] < elz — y[/?

fir |z —y| < 0.
Losung: Laut Vorlesung gilt

@)= @)+ | “ e,

fir x € [a,b]. Also hat man fir a < z < y < b nach der Cauchy-Schwarz’schen
Ungleichung

F@) = fy)l < / Pt = / 12,171 < ( /abﬂ%z,@»)l/z( /ab]l?m,w e)”

= ‘ZL’ - y‘l/Q Hf/’(x,y)HL2(z7y) < ”fHHl(a,b)’x - y|1/2'

Da die Aussage symmetrisch in x und y ist, zeigt dies die Behauptung.

Bonus: Sei € > 0. Nach dem Satz von Lebesgue gibt es ein ¢ > 0 mit der Eigenschaft,
dass fiir die abgeschnittene Funktion g. := |f/|> A ¢?

b
N2 E
/aHf! 9| < 5

gilt. Wihle § < 55 Fiir |z — y| < d mit z < y gilt dann

Yy
/ 2= / 7P = go) + / g
z (z,y) (x,y)

<E+Fr—yl<e.

Da die Losung der Aufgabe eigentlich sogar die Abschiatzung
Y
£@) = F@) < o=y [17P

zeigt, folgt aus dieser Uberlegung die Zusatzbehauptung.



(b) Sei fa(x) :=2° fiir @ € (0,1) und z € [0,1]. Fiir o > 1/2 liegt f,, in H'(0,1), fiir
a < 1/2 hingegen nicht.
Bemerkung: Insbesondere gibt es also Funktionen in C1(0, 1) N C[0, 1], die nicht in
H'(0,1) liegen.
Bonusfrage: Liegt f;/3 in HY(0,1)?

Losung: Sei o < 1/2. Dann ist fiir x =0

’fa(x> — fa(y)‘

1
— a—35
‘l’-y’1/2 _’l'_y| 2,

was fiir y — 0 unbeschrénkt ist. Also kann f,, nach der vorigen Teilaufgabe nicht in
H'(0,1) liegen.

Sel nun o > % und g(z) := az®!. Dann liegt ¢ wegen 2ae—2 > —1 in L?(0,1). Nach
der Formel fiir die partielle Integration gilt

1 1
[t [
0 0

fiir alle v € CL(0,1), wobei die Integrale nach Definition von CL(0,1) sogar als
Riemann-Integrale aufgefasst werden kénnen, die nicht einmal uneigentlich sind. Also
liegt fo in H(0,1) mit f! = g, denn f, € L?(0,1) ist offensichtlich.

Bonus: Die Bonusaufgabe des vorigen Aufgabenteils zeigt fi/, ¢ H'(0,1). Dies kann
man aber auch einfacher sehen, indem man beispielsweise unter Verwendung von
Aufgabe 11 zeigt, dass fiir die schwache Ableitung f; /9 (x) = 296%/2 gelten miisste,
falls fi/2 in H'(0,1) lige. Dann wire aber f{/z nicht in L2(0,1).

14. Sei (a,b) beschrinkt und (f,,) eine Folge in H!(a,b). Die Folge (f/) konvergiere in L?(a, b)
gegen ein g in L%(a,b). Weiterhin gebe es ein zg € [a, b], fiir das die reelle Folge (f,(z0))
gegen ein ¢ € R konvergiert. Zeige, dass (f,) dann in der Norm von H'(a,b) gegen ein
f € H'(a,b) konvergiert, das f' = g und f(z¢) = c erfiillt!

Bonusfrage: Bleibt das Resultat fiir (a,b) = R richtig?

Losung: Setze

f(z) =c+ /ﬂf g(t) dt.

zo

Laut Vorlesung liegt f in H'(a,b) und es gilt f' = g und f(x) = c. Da man laut Vorlesung
die Darstellung

ful@) = fulao) + / " pe) dt

hat, folgt

b
sup [fal@) — F(@)] < |fnlao) — | + / 17— gl

< | fal@o) — e + 1}, = gl 120y (b — @)/

—0 (n—o0)
aus den Voraussetzungen. Also konvergiert f,, gleichméfig gegen f und somit insbesondere
in L?(a,b). Nach Voraussetzung konvergiert (f’) gegen g = f’. Insgesamt erhilt man daraus

wegen
1o = S apy = 1o = FlZoqapy + 1 = P22 — 0 (0 — 00)

die Konvergenz von (f,,) gegen f in H'(a,b).



Bonus: Wir geben ein Gegenbeispiel fiir (a,b) = R an. Setze dazu

0, z € (—oo,—(n+1)U((n+1),00),
h (CC) — 17 T e (_nv n)a
" n+1+z, —(n+1),—n],

z €|
n+l—z, z¢€[nn+1l].

Dann folgt aus Aufgabe 12 und der schwachen Differenzierbarkeit klassisch differenzierbarer
Funktionen, dass h,, in H'(R) liegt und die Ableitung

0, x € (—o00,—(n+1))U(—n,n)U((n+1),00),
hl () =<1, x € [—(n+1),n],
-1, z€n,n+1]

ist. Inbesondere ist v/2n < [hnllrzry < V20 +2 und [[h) |l 2@m) = V2. Setzt man nun
¢n i=n"Y2 50 definiert f, := c,h,, eine (beschriinkte) Folge in H'(R) mit f,,(0) = ¢, — 0
und f! — 0 in L?(R). Wiirde nun also (f,) in H'(R) gegen ein f € H'(R) konvergieren,
so wire insbesondere f(0) = 0 und f’ = 0, also laut Vorlesung f = 0. Aber wegen
| fullL2mw) = V2 konvergiert (f,,) nicht einmal in L?(R) gegen 0.

15. Sei f € H'(a,b) und (a, b) beschrinkt. Zeige:

(a) Die Funktion f ist genau dann in Cl[a, b], wenn f’ in Cla, b] liegt.

Losung: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass fiir f € C![a,b] die schwache mit
der klassischen Ableitung iibereinstimmt. Nach Definition ist in diesem Fall also
1" € Cla, b].

Sei nun f € H'(a,b) und die schwache Ableitung f’ auf [a, b] stetig. Aus

f@) = @)+ | " pea

folgt mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung, dass f in C'[a, b]
liegt und f’ mit der klassischen Ableitung von f iibereinstimmt.

(b) Die Funktion f ist genau dann Lipschitz-stetig, wenn [’ in L>°(a,b) liegt.
Bonusaufgabe: Bestimme die Lipschitzkonstante von f in Abhéngigkeit von f’!

Losung: Sei zuerst f’ € L*(a,b). Dann folgt aus der Darstellung von f als unbe-
stimmtes Integral fiir x <y

Yy
@) - f)] < / PO 2= 9] | 7] e

also gerade die Lipschitz-Stetigkeit mit Konstante || f/||oo-
Sei nun umgekehrt f € H'(a,b) Lipschitz-stetig. Dann gilt

)(f/‘]l(l’ay))LQ(a,b)‘ - ‘/: f

fiir x < y, wobei L > 0 die Lipschitz-Konstante von f bezeichnet. Man rechnet leicht
nach, dass dann auch

= 1f(y) = f@)| < Lly = 2| = L[ Lyl 10

‘ (f/‘h)LQ(aJ))‘ < LHhHLl(a,b)

fiir jede Treppenfunktion h gilt.

Sei nun g € L?(a, b) beliebig gewithlt. Dann gibt es eine Folge (h,,) von Treppenfunk-
tionen mit ||k, — g[|12(q,p) — 0, wie aus der Maktheorievorlesung bekannt sein sollte;

3
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ein moglicher Beweis verlduft so, dass man zuerst zeigt, dass sich jede messbare
Menge durch eine endliche Vereinigung offener Intervalle im Mafs approximieren l&sst,
woraus dann leicht die Behauptung folgt. Dann konvergiert wegen

b b
|hn—g||L1<a,b):/ |hn—g\§<b—a>1/2/ ho — g2 >0 (n— o0)

auch ([|hnllz1(ap)) gegen [|9llL1(a,p), Woraus dank Stetigkeit des Skalarprodukts

= lim ‘ f'hn) ‘ < lim LfhnflLrap) = L9l @

folgt.
Fir € > 0 sei nun A, := {|f| > L+ ¢} C (a,b). Setzt man in obige Ungleichung
speziell g. := 1 4_sgn [’ ein, erhdlt man

b
MANE +¢) < /A ] = / g < Lgellriap = LA(AL).

was offenbar nur fiir A(A.) = 0 erfiillt sein kann. Da A, fiir jedes € > 0 eine Nullmenge
ist, ist nach Definition f’ € L*(a,b) und || f'||cc < L.

Bonus: Man sieht aus dem Beweis, dass || f/||~ die Lipschitz-Konstante von f ist.
Bemerkung: Man kann sogar zeigen, dass jede Lipschitz-stetige Funktion in H(a, b)
ist, siche Aufgabe 53 auf Ubungsblatt 13 der Funktionalanalysisvorlesung des Winter-
semesters 2008/09.

16. Zeige, dass fiir f € H'(R) stets lim, .1+ f(z) = 0 gilt, also H'(R) C Co(R) ist!

Tipp: Unter der Zusatzannahme f’ € L'(R) ist der Beweis etwas einfacher, withrend der
allgemeine Fall noch eine Zusatziiberlegung benotigt.

Lésung: Sei f € H'(R). Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch ist. Gegebenen-
falls nach Spiegelung diirfen wir also  := limsup,_,., f(z) > 0 annehmen. Zudem ist
o :=liminf, .o f(x) <0, denn anderenfalls géibe es ein zg mit f(z) > § fiir x > zg, was

oo 2
/fQZ/ 2 —w
R xg 4

im Widerspruch zu f € L?(R) implizieren wiirde. Wihle nun o/ und 8/ mit 0 < o/ < 8/ < 3.
Wegen a < o, nach Definition von a und 3 und aufgrund des Zwischenwertsatzes gibt es
Folgen (z,,) und (y,) mit

1<y <2< < Ypo1 < Tp < Yp < Tpg1 — 0 (n— 00),

f(zn) =, fly,) = und f(t) > o fiir t € [z, yn]. Wegen

,)Qi( — Tp) <Z f2 /f2<oo

ist (yn — opn)n eine Folge in ¢! und somit insbesondere beschrinkt. Sei also M > 0 so
gewahlt, dass |y, — z,,| < M fiir alle n € IN gilt.

Aus der Darstellung von H'-Funktionen als unbestimmtes Integral ihrer Ableitung ergibt
sich mittels der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung somit

Yn Yn
B’—a’—f(yn)—f(:vn)—/xn f’S/xn 7
([T (i)



17.

woraus ,
> [Yn 0 (B3 — o)
112 > / /(2 > = 00
=3 [T
im Widerspruch zu f’ € L?(R) folgt.

Bemerkung: Setzt man zudem f’ € L'(R) voraus, hat man bei der Wahl der (z,,) und
(yn) mehr Freiheiten, kann auf die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung verzichten und muss
nicht zeigen, dass (y, — =p)n beschrankt ist.

Konsequenz: Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt aus dieser Aufgabe, dass

es eine Konstante ¢ > 0 mit | f(2)| < ¢||f| g1 () fiir alle f € H'(R) und alle 2 € R gibt.

Wiisste man dies bereits aus anderen Griinden, was wiederum mit der Situation f’ € L'(R)
zu tun hat, kénnte man fiir diese Aufgabe auch anders argumentieren: Man approximiert f
in H'(R) durch eine Folge f,, von Funktionen mit kompaktem Triiger. Da diese in Co(RR)
liegt und nach obiger Abschéitzung in der Norm von Cp(R) konvergiert, folgt f € Co(R).

Alternativer Beweis: Kennt man ein wenig mehr Fouriertheorie, so ergibt sich die
Aussage dieser Aussage aus der Tatsache, dass die Fouriertransformation H'(R) nach
L'(R) abbildet, als einfache Anwendung des Satzes von Riemann-Lebesgue.

Sei (a,b) C R ein beschrianktes Intervall, A > 0 und > 0. Wir untersuchen das elliptische
Problem mit inhomogenen gemischten Neumann- und Robin- Randbedingungen
u € H*(a,b),
Au—u" = f auf (a,b),
Bu(a) — u'(a) = A,
u'(b) = B

(Pr,a,B)

fiir f € L?(a,b) und reelle Zahlen A und B. Sei ay g: H'(a,b) x H'(a,b) — R durch

b b
axg(u,v) = )\/ uv +/ w'v' + Bu(a)v(a)

fiir 4 und v aus H'(a,b) definiert. Zeige:

(a) Die Form ay g: H'(a,b) x H'(a,b) — R ist bilinear, symmetrisch und stetig.
Losung: Die Bilinearitat und Symmetrie sind offensichtlich. Seien (uy,) und (vy,)
in H'(a,b) konvergente Folgen mit Grenzwerten u und v. Dann konvergieren nach
Vorlesung (u/,) und (v},) in L?(a,b) gegen v’ und v, und (u,) und (v,) konvergieren
sogar gleichmafig auf [a,b] gegen u und v. Insbesondere konvergieren (u,(a)) und
(vn(a)) gegen u(a) und v(a). Da das Skalarprodukt stetig ist, konvergiert

ax,g(Un,vn) = A (un‘vn)m(a,b) + (UHU;L)LZ(a,b) + Buy(a)vn(a)
gegen ay g(u, v), was die Stetigkeit der Bilinearform zeigt.
(b) Die Form ay: H'(a,b) x H'(a,b) ist koerziv, d.h. ay g(u,u) > 77““”%{1(@1;) fiir alle

u € H'(a,b), wobei 1 eine positive Konstante ist.
Hinweis: Beachte, dass auch A = 0 zugelassen ist.

Losung: Angenommen, die Aussage wére falsch. Dann gibt es fiir jedes n € IN einen
Vektor u, € H'(a,b) mit

[ 120,y + Bun(@)? < axp(un, un) < 5 llunllF (o),

wobei man nach Skalierung [|uy||g1(q,5) = 1 annehmen darf. Wegen 8 > 0 kann man
hieraus ablesen, dass die Folge (u/,) in L?(a,b) und die reelle Folge (u,(a)) jeweils
eine Nullfolgen ist. Nach Aufgabe 14 konvergiert (u,) in H'(a,b) gegen eine Funktion
uw mit v’ = 0 und u(a) = 0, was laut Vorlesung nur fiir u = 0 erfiillt sein kann. Dies

widerspricht allerdings der Annahme [[uy||g1(q,5) = 1.

5
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Fiir alle f € L?(a,b) gibt es genau ein u € H'(a, b) mit

axg(u,v) /fv
v»—>/abfv

ist ein stetiges, lineares Funktional auf H'(a, b), wie einfach zu sehen ist und schon in
der Vorlesung gezeigt wurde. Da a) g eine stetige, koerzive Bilinearform ist, folgt aus
dem Satz von Lax-Milgram die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung u € H(a, b)
dieser Gleichung.

fiir alle v € H'(a, b).

Losung: Die Zuordnung

Seien f und u in H'(a,b). Es gilt genau dann

b
ayg(u,v) = / fo fiir alle v € H'(a,b),

wenn u das Problem (Py ) 16st.

Losung: Sei zuerst u eine Losung von (Pfo). Nach der Formel fiir die partielle
Integration in H'(a,b) gilt dann

axp(u,v) = )\/ab uv + /ab u'v" + Bu(a)v(a)
= )\/ab v+ u'v z
. /abm) —d/(a)v(a) — /ab(Au — v+ Bula)v(a)

[

fiir alle v € H'(a, b).
Sei nun umgekehrt v € H'(a,b) und

- /ab v+ Bu(a)v(a)

ay g(u, v) —)\/ uv+/u + Bu(a /fvfurallevEHl(ab)

Speziell gilt dann

b b
/ u'v = —/ (Mu — f)v fiir alle v € Cl(a,b),

was nach Definition u’ € H'(a,b), also u € H?(a,b), mit u” = Au— f bedeutet. Somit
erfiillt u Differentialgleichung, woraus mit der Formel fiir die partielle Integration

b b b b
fv:a,\ﬁ(u,v):)\/ wv + u'v —/ u"v + Bula)v(a)

b
/ fo+ o (B)o(d) + (Bu(a) — u'(a))v(a)

fiir alle v € H'(a, b) folgt. Daraus ergibt sich
u' (b)v(b) + (Bu(a) — v'(a))v(a) = 0 fiir alle v € H'(a,b).

Setzt man speziell v(x) := x—a ein, zeigt dies u/(b) = 0, wihrend man fiir v(z) := z—b
die Aussage fu(a) — u/(a) = 0 erhélt. Insgesamt zeigt dies, dass u das Problem
(Pf’(],o) 16st.



Es gibt Funktionen f; und fo in L?(a,b), fiir die die Probleme (Pf, 1) und (Pf,0.1)
Losungen besitzen. Fiir diese Losungen schreiben wir hy und he.

Lésung: Setze hi(z) := 7! und ho(z) := z + 3~ — a. Es ist sehr leicht, zu sehen,
dass diese Funktionen die entsprechenden Probleme fiir f; := Ah; — hl! = \h; 16sen.

Eine Funktion u ist genau dann eine Losung von (Pf 4 g), wenn u — Ahy — Bhy das
Problem (Pf—Afl—Bfg,O,O) 16st.

Losung: Allgemeiner gilt: Ist v eine Losung von (Pf, 4, p,) und v eine Lésung von
(Pfy,45,B,), 80 16st pu + v das Problem (P, 4 f, 1A +40,uB,+B,)- Hieraus folgt die
Behauptung.

Bemerkung: Die Situation ist &hnlich wie bei linearen Gleichungssystemen, wo sich
die Gesamtheit der Losungen der inhomogenen Gleichung als eine Verschiebung der
Lésungsmenge der homogenen Gleichung um eine partikuldre Losung ergibt.

Es gibt eine eindeutige Losung von (Py 4 B).

Losung: Das Problem (Pf_af —Bf,,0,0) ist nach den Aufgabenteilen (c) und (d)
eindeutig 16sbar. Nach Aufgabenteil (f) ist dann auch (Pf 4 p) eindeutig l6sbar.

Ist f stetig auf [a,b], so liegt die eindeutige Losung von (Pf 4 5) in C%[a,b] und ist
somit eine klassische Losung.

Lésung: Nach Voraussetzung ist u in H?(a,b) mit Au — u” = f. Laut Vorlesung
ist u stetig, woran man sieht, dass auch u” = Au — f stetig ist. Aus Aufgabe 15

folgt, dass u’ in C![a, b] liegt. Da insbesondere u’ stetig und somit u € C![a, b] mit
u' € Cla,b] ist, ist u nach Definition in C?[a, b].

(2)



