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Produktregel (Variante): Sei Q C RY offen. Zeige, dass fiir u und v in H' () N L>=() auch
das Produkt uv in H(2) liegt und Dj(uv) = Dju v + u Djv gilt!

Kettenregel (Variante): Sei f € CHR), sup,eg |f'(z)] < oo und @ C R? beschriinkt.

Zeige, dass die Zuordnung o(u) := f o u eine Abbildung ¢: H(Q) — H'(f2) definiert und
Djp(u) = (f' ou) Dju gilt!

Sei © C RY offen und u € H*(Q) mit Dju = 0 fiir j = 1,...,d. Zeige:

(a) Die Funktion w ist lokal konstant, d.h. es gibt zu jedem z € 2 ein € > 0 mit der
Eigenschaft, dass u fiir fast alle z € B(xg, ) C § mit einer Konstanten ¢ = ¢(xg) € R
iibereinstimmt!

Tipp: Zeige zuerst, dass die regularisierten Funktionen g, * u lokal konstant sind!

(b) Ist Q zudem zusammenhingend, so ist u konstant, d.h. es gibt ¢ € R mit u(x) = ¢
fiir fast alle x € Q.

Sei @ € R? offen und v und v in H' (). Zeige, dass auch w := u A v, definiert durch
w(z) := min{u(x),v(x)}, in H(Q) liegt, und bestimme die schwache Ableitung!

In der Vorlesung wurde gezeigt, dass die Abbildungen v +— u™, u — «~ und u +— |u| den
Raum H'(Q) in sich selbst abbilden. Zeige, dass diese Abbildungen sogar stetig sind!
Erinnerung (Umkehrung des Satzes von Lebesgue): Konvergiert (f,,) in L?(Q) gegen
f, so gibt es eine Teilfolge (fy, ), die punktweise gegen f konvergiert, und eine Funktionen
g € L*(Q) mit |f,,| < g fast iiberall.

Sei d > 3. Zeige:
(a) Sei
—|al”
o(z) = e=l=1* Ty <1y und up(z) 1= o(nz).

Aus der Vorlesung ist bekannt, dass ¢ in D(R?) liegt. Die Folge (u,) konvergiert
trotz u,(0) = 1 in der Norm von H'(RY) gegen 0.

Bemerkung: Dies zeigt, dass H'({2) nicht stetig in C(£2) eingebettet ist. Nach dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen ist also nicht einmal H(2) C C(Q).

(b) Es gibt eine Funktion in H'(R%), die nicht in L>(R9) liegt!

(c) Es gibt eine Funktion in H'(R%), die auf keiner offenen Menge U C R¢ beschriinkt
ist!

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/pde.html




