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Im Allgemeinen ist H'(Q) # H(Q): In dieser Aufgabe sollen nur Resultate verwendet
werden, die in der Vorlesung oder der Ubung bewiesen wurden.

(a) Sei Q die Einheitskreisscheibe in R?. Zeige, dass unendlich viele der Funktionen
ua(m,y) == 1+ az? + ay?, a > 0, in H(Q), aber nicht in H}(Q2) liegen!

(b) Finde (mit Beweis) Q C RY mit H'(Q) # H}(Q)!

Sei 2 C R? offen (nicht notwendigerweise beschrinkt). Zeige:
(a) Ist u € HY(Q), so ist auch u A 1 in H'(2). Bestimme die Ableitung!

(b) L>®(2) N HY(Q) ist dicht in H*(Q).

Sei Q C R? offen und beschriinkt. Mit der Lipschitz-Konstanten Lip(f) := SUPg2y %
sei Lip(2) := {f € C() : Lip(f) < oo} und || fllip() = [If]|z2(q) + Lip(f). Zeige:
(a) [ [lLip() ist eine Norm auf dem Vektorraum Lip(£2).
(b) Ist (fy) eine Folge in Lip(£2) mit sup,, Lip(f,) < oo, die punktweise gegen f: Q2 — R
konvergiert, so liegt auch f in Lip(€Q) mit Lip(f,) < liminf, Lip(f,).

(c) Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit || f|le < ¢l f|lLip(o) fiir alle f € Lip(£2).

(d) Lip(£2) ist vollstédndig beziiglich || - ||rip(0)-

Sei Q C R? offen und u € H'(Q), Dju € C(Q). Definiere u, = g, * u € C*°(Q,,) auf der
Menge €, := {z € Q : dist(z,Q¢) > L}. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (u,,) fiir jedes
U € Qin HY(U) gegen u konvergiert und Dju,, = g, * Dju ist. Zeige:

(a) Ist v: Q — R stetig, so konvergiert (g, * v) auf jedem U € Q gleichméfig gegen wv.

(b) Sei U € 2 konvex. Fiir v € C1(U) gilt Lip(v) < || V||co-

(c) Fiir jede konvexe Menge U € () gibt einen Représentanten von u|y in Lip(U).

Folglich ist u € C(Q).
Tipp: Zeige, dass (u,) in Lip(U) eine Cauchy-Folge ist!

(d) Sei U & Q konvex. Ist U C £, so gilt
|un(y) — un(2) = Vun(2)(y — 2)| < |y — 2| EEE!V%(Z) — Vun ()]
fiir alle x und y in U.
(e) Ist U €, so gibt es zu jedem € > 0 ein 6 > 0 und ein ng € IN mit
[Vun(y) — Vup(z)| < e

fir n > np und z,y € U mit |y — z| < 4.
(f) ueClQ).

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/pde.html




