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Losungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 7

24. Im Allgemeinen ist HY(Q) # H(Q): In dieser Aufgabe sollen nur Resultate verwendet
werden, die in der Vorlesung oder der Ubung bewiesen wurden.

(a)

Sei Q die Einheitskreisscheibe in R?. Zeige, dass unendlich viele der Funktionen
ta(z,y) =1+ az? + ay?, a > 0, in H'(), aber nicht in H}(Q) liegen!

Lésung: Offenbar ist u, € C*®(Q) C H'(Q). Man kann beobachten, dass u, fiir
a — 0 gegen 1 konvergiert. Waren alle bis auf endlich viele u,, in H&(Q), SO wire
auch ihr Grenzwert in HE(Q), was aber mit dem gleichen Argument wie im zweiten
Aufgabenteil nicht der Fall ist.

Alternativer Ansatz mit Poincaré: Laut Vorlesung gibt es eine Konstante ¢ > 0,
fiir die die Poincaré-Ungleichung

lvll2) < cllVollrzi)

fir allev € H&(Q) erfiillt ist. Es geniigt also, sich zu iiberlegen, dass diese Ungleichung
flir unendlich viele u,, nicht erfiillt ist. Dies folgt aber direkt aus
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und
2

1
a
HVUQH%Q(Q) = 27'('/0 (ar)?rdr = T 0 (a—0).
Finde (mit Beweis) Q C R!" mit H'(Q) # HE(Q)!
Losung: Sei  die Einheitskugel im R'7 und v := 1. Dann ist u € C*°(Q) ¢ H'(Q)

und Vu = 0. Wire u € H{ (), so wire nach nach Vorlesung u = 0, was aber nicht
der Fall ist.

25. Sei Q C R? offen (nicht notwendigerweise beschrinkt). Zeige:

(a)

Ist u € H(), so ist auch u A 1 in H(Q). Bestimme die Ableitung!

Losung: Wir weisen nach, dass w := 1,<1} Dju die Bedingungen an die schwache
Ableitung von v := u A 1g nach z; erfiillt. Da w € L?*(Q) offensichtlich ist, folgt
daraus die Behauptung.

Sei ¢ € D(Q2) eine Testfunktion und U eine beschrénkte offene Teilmenge von €2,
die supp ¢ enthilt. Weil u|y und 1y in H'(U) liegen, folgt aus Aufgabe 21, dass
U|U = u|U A1y in HI(U) liegt und die Ableitung Dj(U|U) = Dj(7)|U) ]1{u<1} = w\U
hat. Daher gilt

/ijsozfv|UDjso=—/Dj<v|U>so:—/w|Uso=—/wso,
Q U U U Q

was gerade die Behauptung zeigt.
L>(Q) N HY(Q) ist dicht in H().
Losung: Wegen uAcl =c(% A1) und uV —cl = —c(2 A1) fiir ¢ > 0 ist nach dem

vorigen Aufgabenteil fiir jedes u € H' () die Funktion u, := (uAn 1)V —n 1 wieder
in H'(Q) mit Dju, = L{jyj<n} Dju. Nach dem Satz von Lebesgue konvergiert (uy,)

in H'(Q) gegen u. Da jedes u, offenbar ist L>(Q) liegt, zeigt dies die Behauptung.



26. Sei Q C R? offen und beschréinkt. Mit der Lipschitz-Konstanten Lip(f) := SUPg2y =)
sei Lip(Q) := {f € C(Q) : Lip(f) < oo} und || fllnipo) := [1fllz2(0) + Lip(f). Zeige:

(a)

ly—z|

| - lLip(e) ist eine Norm auf dem Vektorraum Lip(£2).

Losung: Sei zg € Q beliebig. Dann ist

[FW) < 1Y) —=f(@o)l+[f(zo)| < Lip(f)ly—zol+[f(x0)| < Lip(f) diam(Q2)+[f (zo)],

was f € L>®(Q) und somit f € L?(Q) zeigt, also | fllLip(e) < oc. Die Vektorraumaxio-
me und die iibrigen Eigenschaften einer Norm sind offensichtlich erfiillt.

Ist (fn) eine Folge in Lip(§2) mit sup,, Lip(f,) < oo, die punktweise gegen f:  — R
konvergiert, so liegt auch f in Lip(Q2) mit Lip(f,) < liminf,, Lip(f,).

Losung: Sei M := liminf,, Lip(f,,). Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 eine Teilfolge ( f, )

mit
‘fnk(y) — fnk(x)’ < Lip(fnk) < M +&.
ly — |
Durch Grenziibergang erhélt man
W) =@
ly — |

fiir alle x # y. Nach Definition zeigt dies Lip(f) < M + &, insbesondere also
f € Lip(2). Weil dies fiir jedes € > 0 richtig ist, ergibt sich auch Lip(f) < M.
Nach Definition von Lip({2) ist auch noch f € C(Q) nachzuweisen. Dies folgt aber
sofort aus Lip(f) < oo.

Es gibt eine Konstante ¢ > 0 mit || f||oc < ¢||f|lLip() filr alle f € Lip(€2).

Losung: Wire die Aussage falsch, so gébe es zu jedem n € N ein f,, € Lip(Q2)
mit || fnlLip) < L1 £ llco- Nach Skalierung darf man || f,||cc = 1 annehmen. Dann
konvergiert (f,,) also in Lip(2) gegen 0, insbesondere also auch in L?(Q2) und somit
fast tiberall. Es gibt also einen Punkt z¢ € Q mit f,,(z9) — 0. Nun folgt aber wieder

| ()] < diam(Q) Lip(fn) + | fu(wo)| < €

fiir n > ng(e) mit ¢ < 1 und alle z € Q, also [|fn]lcc < € im Widerspruch zu
[fnlloo = 1.

Lip(Q) ist vollsténdig beziiglich || - [|Lip(q)-

Losung: Sei (f,,) eine Cauchy-Folge in Lip(£2). Nach dem vorigen Aufgabenteil ist
(fn) eine Cauchy-Folge in L°(£2). Sei f € C(Q) der gleichméifige Grenzwert von
(fn) und € > 0 beliebig. Dann konvergiert (f, — fn) mit m — oo punktweise gegen
fn — f. Nach Voraussetzung ist Lip(f, — fim) < € fiir m,n > ng(e). Daraus folgt wie
oben bewiesen Lip(f, — f) < e fiir n > np(e) und insbesondere f € Lip(f2) dank
der Vektorraumstruktur. Da bereits die gleichméfige Konvergenz von (f,,) gegen
[ bekannt ist, zeigt dies || fn — fllLip@) — 0, also die Konvergenz der Folge (f,) in
Lip(Q2).

Hinweis: Vergleiche hierzu auch Aufgabe 9 auf Blatt 3 der Funktionalanalysisvorle-
sung im Wintersemester 2008/09.

27. Sei Q C R offen und u € HY(Q), Dju € C(Q). Definiere u,, := g, * u € C®(£2,) auf der
Menge €, := {z € Q : dist(z,Q¢) > L}. Aus der Vorlesung ist bekannt, dass (u,,) fiir jedes
U € Qin HY(U) gegen u konvergiert und Dju,, = g, * Dju ist. Zeige:

(a)

Ist v: Q — R stetig, so konvergiert (g, * v) auf jedem U € Q gleichméfig gegen wv.

Losung: Es gibt ein ng € IN mit U C Q, fiir n > ng. Daher ist Konvergenz auf U
wohldefiniert. Wihle eine Menge V mit U € V € Q. Sei € > 0. Da v auf V sogar



gleichmakig stetig ist, gibt es ein § > 0 mit |v(y) — v(z)| < € fiir alle z,y € V mit
|z — y| < d. Nun erhélt man

(on * )(2) — 0(2)| s/

R

e ol — ) = o) dy <<

on(y)dy = ¢,
Rd

falls % < d und z € U ist und % < dist(U, V) gilt. Das zeigt die gleichméafige
Konvergenz von g, * v auf U gegen v.
Sei U € Q konvex. Fiir v € C}(U) gilt Lip(v) < ||V s0-
Loésung: Nach dem Mittelwertsatz aus Analaysis II gibt es fiir alle z,y € U mit
x#yein € € [z,y] C U mit
l(y) —v(@)| _ [Vo(§)(y — )]
ly — | ly — |

< Vo] < [[Vvl|oo-

Fiir jede konvexe Menge U € 2 gibt einen Reprisentanten von u|y in Lip(U).

Folglich ist u € C(Q).

Tipp: Zeige, dass (uy,) in Lip(U) eine Cauchy-Folge ist!

Losung: Nach dem ersten Aufgabenteil konvergiert (Djuy,) fiir alle j =1,...,d auf
U gleichmékig gegen Dju, was die gleichméfige Konvergenz von Vu,, zeigt. Es ergibt
sich also aus dem vorigen Aufgabenteil

Lip(un|v — um|v) < [[Vun — vUmHLOC(U) —0

fiir n,m — oo. Da (uy,) in L?(U) gegen u konvergiert und daher auch dort eine
Cauchy-Folge ist, ist (u,) eine Cauchy-Folge in Lip(U), konvergiert also gegen ein
v € Lip(U). Da (uy) in L?(U) gegen v konvergiert, folgt aus der Eindeutigkeit
des Grenzwerts, dass v fast {iberall mit u|y tibereinstimmt, u|y also den auf U
Lipschitz-stetigen Reprasentanten v besitzt.

Uberdeckt man nun € mit abzihlbar vielen relativ kompakten, konvexen Mengen,
beispielsweise Kugeln, und wahlt auf jeder dieser Mengen einen Lipschitz-stetigen
Repréasentanten, so stimmen diese Auswahlen auf den paarweisen Durchschnitten
iiberein und definieren somit einen Représentanten von u, der offenbar auf ganz 2
stetig ist. Also ist u € C(Q).

Bemerkung: Alternativ zu dieser Herangehensweise konnte man u € C(Q2) auch
unter Verwendung des Satzes von Arzela-Ascoli zeigen.

Sei U € Q2 konvex. Ist U C Q,, so gilt
|un(y) — un (@) — Vun(z)(y — 2)| < |y — 2| Sug\Vun(Z) = Vun(2)|.
zEe

fiir alle z und y in U.

Losung: Nach dem Mittelwertsatz gibt es ein € € [z, y] mit uy,(y) — un(z) = Vu,(§).

Hieraus folgt die Behauptung.
Ist U € (2, so gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 und ein ng € IN mit

[Vun(y) — Vup(z)| < e

fir n > np und z,y € U mit |y — z| < §.

Loésung: Sei V' eine Menge mit U € V & Q). Weil jedes Dj;u nach Voraussetzung
auf V stetig (und somit gleichmiRig stetig) ist, gibt es zu ¢ > 0 ein § > 0 mit
|Dju(x) — Dju(y)| < € fiir z,y € V, falls |z — y| < 4. Sind nun z und y sogar in U,
gilt |z — y| < § und ist L < dist(U, V), so folgt

|Djun(y) — Djun(z)| < /Rd on(2)|Dju(y — z) — Dju(z — z)| dz < e.

Summiert man schlieflich noch iiber j, ergibt sich die Behauptung.



(f) ue Q).

Losung: Wir fixieren den stetigen Reprisentanten von u, dessen Existenz in dieser
Aufgabe bereits nachgewiesen wurde. Sei U € {2 eine Kugel. Dann konvergiert (uy,)
auf U gleichméRig gegen v und (Vu,,) gleichméfig gegen Vu, insbesondere also auch
punktweise. Sei x € U und € > 0. Wéhle ¢ wie im vorigen Aufgabenteil. Dann gilt
unter Verwendung der vorigen beiden Aufgabenteile
|u(y) = u(z) = Vu(z)(y — )| = lim Jun(y) = un(z) = Vun(2)(y - )|
< |y —z|limsup sup |Vun(z) - Vun(x)’
n—0oo zeB(z,d)

<ely — x|

fiir alle y € U mit |z — y| < 0. Diese Aussage kann man auch in der vertrauteren
Form

u(y) = u(@) + Vu(z)(y — z) + ofly — z()

schreiben. Man hat also nachgewiesen, dass u an der Stelle = klassisch differenzierbar
ist.

Weil man zu jedem z € Q eine Kugel U € () finden kann, die x enthélt, zeigt dies,
dass u in jedem Punkt von €2 klassisch differenzierbar ist. Da die Ableitung nach
Voraussetzung stetig ist, hat man damit nach Definition u € C*(Q) gezeigt.
Bemerkung: Wenn man den Satz kennt, dass aus der lokal gleichméafigen Konver-
genz einer Funktionenfolge und ihrer Ableitungen bereits die stetige Differenzier-
barkeit der Grenzfunktion folgt, folgt die Aussage dieser Teilaufgabe mit weniger
Uberlegungen.



